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Предлагается модель поддержки принятия решений на основе понятия Z-числа и байесовского подхода. Авто-
ры рассматривают частный случай Z-чисел, второй компонентой которых является нечеткое расширение веро-
ятностных распределений. Подобная модель позволяет учитывать два типа неопределенности — нечеткость 
и случайность, а также достоверность полученной информации, которую обеспечивает вторая компонента 
Z-чисел. При использовании в задачах принятия решений только Байесовского подхода возникает проблема  
в тех случаях, когда неизвестны точные значения априорных вероятностей. Чтобы ликвидировать этот пробел, 
в статье используются Z-числа, которые позволяют найти оценки неизвестных вероятностей с определенной 
степенью достоверности (надежности). Эти оценки являются нечеткими расширениями некоторых вероят-
ностных распределений, оперирование с которыми происходит на основе принципа расширения профессора 
Лотфи Заде. В статье приводится пример работы описанной модели поддержки принятия решений в условиях 
неопределенности смешанного характера, который подтверждает ее эффективность.
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В течение более четырех десятилетий разра-
батываются системы поддержки принятия 

решений в условиях неопределенности разных 
типов. Байесовские методы принятия решений 
используют теорию вероятностей для обработ-
ки неопределенности случайного характера и 
широко применяются в различных областях для 
анализа, прогноза и поддержки принятия реше-
ний. Вычисления со словами используют теорию 
нечетких множеств для обработки неопределен-
ности нечеткого характера. В случае наличия 
неопределенности смешанного характера необхо-
димо объединение возможностей обоих подходов, 
которое бы усилило аппарат каждой из теорий. 
Попыткой продвижения в этом направлении было 
определение профессором Лотфи Заде понятия 
Z-числа, которое позволило формализовать вы-
сказывания в рамках естественного языка и опре-
делить меру их достоверности. Данная работа 
посвящена дальнейшему развитию подхода, объ-
единяющему метод Байеса и аппарат вычислений 
со словами. 

Цель работы
В работе приводится пример объединения 

Z-числа и байесовской теории для обеспечения 
поддержки принятия решений, когда точные зна-
чения всех параметров и вероятностей недоступ-
ны. Подобный гибридный подход обеспечивает 
систему поддержки принятия решений в услови-
ях неопределенности смешенного типа.

Чтобы определить достоверность или надеж-
ность нечеткой информации была введена кон-

цепция Z-числа [1]. Z-число описывает значение 
некоторой нечеткой переменной X и представляет 
собой упорядоченную пару двух нечетких чисел  
Z = (A, B). Первое число (A) является ограниче-
нием на значения переменной X (это ограниче-
ние может быть представлено в короткой форме  
«X есть A»), а второе число B — является не-
четким ограничением на степень уверенности 
в первом числе A, т. е. оценка надежности A. 
В большинстве случаев нечеткие числа A и B 
описываются фразами естественного языка, на-
пример Z = (меньше 60, абсолютно уверен), и 
формально представляются как трапецеидальные 
или треугольные функции принадлежности.

В «вычислениях со словами» (computing with 
words CW) [2] предложена методология представ-
ления человеческих знаний таким образом, чтобы 
машины могли делать собственные выводы на их 
основе. «Вычисления со словами» обусловлены 
способностью человека выполнять различные 
задачи и принимать решения без применения 
явных вычислений и измерений. Эта способность 
позволяет упростить процесс принятия реше-
ния человеком. Например, когда человек едет 
на автомобиле, ему не нужно измерять точное 
расстояние до препятствия, чтобы объехать его.  
Он просто проследит приблизительное рассто-
яние и посмотрит, слишком ли он близок к пре-
пятствию или достаточно далек от него. Точно 
так же значительный объем человеческих зна-
ний представлен словами и формами нечетких 
измерений и приближений. Некоторые пробле-
мы изложены и решены с использованием этих 
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неточных и приблизительных форм [3]. Слова 
естественного языка можно смоделировать пу-
тем применения теории нечетких множеств и 
методов приближенных рассуждений, которые 
составляют основу попыток «вычислений со сло-
вами». Концепция «вычислений со словами», 
представленная Лотфи Заде [4], расширила об-
ласть применения нечеткой логики еще дальше, 
появилась возможность решать более сложные 
проблемы. Аппарат нечеткой логики интерпре-
тирует слова естественного языка в виде некого 
нечеткого множества, каждое значение которого 
подчинено определенной функции принадлежно-
сти. Предположим, что переменная X = «рассто-
яние», поэтому утверждение «X меньше 60 (м)»  
в рамках Z-числа оценивается как очень надежное 
(B = «абсолютно уверен»). Z-числа позволяют 
учитывать знания и достоверность (надежность) 
любого предложения, высказанного экспертом.

Преимущество Z-чисел заключается в их 
способности работать с нечеткими значениями 
случайных величин и их вероятностями. Тради-
ционные методы, такие, как байесовская теория 
принятия решений [5] — одна из наиболее попу-
лярных методологий принятия решений, приме-
нимы только к точным значениям и вероятностям 
(точным параметрам функций плотности). 

В работе рассмотрен пример использования 
Z-чисел для улучшения байесовской теории при-
нятия решений с возможностью обработки не-
точных измерений, когда точные распределения 
вероятностей недоступны, а также иллюстрация 
гибридной методологии, объединяющей «вычис-
ления со словами» и Z-числами с байесовской 
теорией принятия решений, которая сочетает в 
себе нечеткие и байесовские подходы для ре-
шения проблем поддержки / принятия решений, 
если точные вероятности событий и результатов 
недоступны. 

Ранее были предприняты некоторые попытки 
принятия решений с использованием Z-оценок [6] 
и Z-информации [7], но эти подходы предпола-
гают наличие данных о параметрах и/или типе 
функций распределения вероятности, которые 
должны быть известны. 

Необходимые понятия  
и определения

Более двух десятилетий тому назад Заде ввел 
концепцию «вычислений со словами» (CW) [4], 
интерпретирующую предложения на естествен-
ном языке как отношение между лингвистической 
переменной (V) и лингвистическим термом (T). 
Таким образом, терм T накладывает ограничения 
на возможные значения V. Это отношение назы-
вается обобщенным ограничением (generalized 
constraint GC) и показывает возможность того, 

что V примет значение, принадлежащее терму T. 
Концепция GC является центральной в «вычисле-
ниях со словами», она позволяет формализовать 
фразы естественного языка и проводить над ними 
вычисления. Понятие Z-числа (числа Заде) — 
следующий этап развития нечеткой логики, оно 
позволяет учитывать надежность и достоверность 
обобщенного ограничения и интерпретировать 
его как ограничение на нечеткую вероятность [1].  

Приведем необходимые понятия и определения.
Вероятность нечеткого события А в простран-

стве высказывания U с функцией принадлежно-
сти mА  и плотностью распределения вероятностей 
p можно выразить интегралом

или в случае дискретного распределения p

Профессор Лотфи Заде определяет объеди-
нение нечетких событий как произведение их 
функций принадлежности. Следовательно, неза-
висимость нечетких событий можно определить 
подобно четким событиям. Использовав произ-
ведение нечетких событий (А1А2) в качестве их 
объединения, профессор Заде ввел понятие услов-
ной вероятности нечетких событий, аналогичное 
понятию условной вероятности:

Основываясь на этом определении, правило 
Байеса для вероятности двух нечетких событий 
записываем в виде: 

где 
Z-число является упорядоченной парой нечет-

ких чисел Z = (A, B) [1]. В этой паре A — огра-
ничение на значения некоторой переменной X  
(X есть A), а B представляет собой оценку 
уверенности в том, что X есть А. Например:  
Z = (население России около 146 млн чел., уве-
рен). Позднее было предложено понятие Z+-числа. 
Оно представляет собой сочетание нечеткого 
числа А и случайного числа R и записывается в 
виде упорядоченной пары Z+ = (А, R). В этой паре 
А имеет то же значение, что и в Z-числе, а R яв-
ляется распределением вероятностей случайной 
величины X. 

При непрерывном Z-числе, его можно выра-
зить через интеграл

  есть В,

где рХ  — неизвестная функция плотности рас-
пределения вероятности Х.
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В байесовской теории принятия решений ве-
роятность гипотезы и вероятность наблюдения 
используются для расчета вероятности исхода 
события. Пусть имеется n гипотез, когда искомое 
событие А при одной из гипотез Вi  1 < i < n насту-
пает, то вычисляют апостериорные вероятности 
(полученные после опыта) P(Bi | A), позволяю-
щие сделать вывод о правильности априорных 
(доопытных) вероятностей и переоценить их. 
Помогает в этом формула Байеса

Если возможны m решений (decision) dk,    
1 < k < m, когда событие А наступило и потеря 
(например, времени), связанная с каждым ре-
шением, есть функция  l(dk | Bi), тогда общую 
ожидаемую потерю (ОП) можно вычислить из 
уравнения

Функция потерь — это функция, которая в 
теории статистических решений характеризует 
потери при неправильном принятии решений на 
основе наблюдаемых данных. Из-за случайности 
наблюдаемых данных принятое решение (оценка) 
g может не совпадать с истинным значением оце-
ниваемого параметра l. Очевидно, что ошибки за-
висят от выбранного правила принятия решений. 
Качество принимаемых решений характеризуется 
функцией потерь C(g, l), которую выбирают так, 
чтобы C(g, l) ≥ 0, где нулевым значениям соответ-
ствуют правильные решения.

Байесовское правило принятия решений гово-
рит о том, что нужно минимизировать ожидаемую 
потерю и выбрать то решение из m, которое при-
водит к этому минимуму

Для сравнения Z-чисел в работе используется 
понятие взвешенного среднего значения (ВС), 
которое определяется следующим образом

В случае 
1

1
n

i
i=
ω =∑  формула приобретет вид

Принятие решений на основе байесовской 
теории и Z-чисел. Рассмотрим пример интегра-
ции Z-чисел с классическим байесовским подхо-
дом [8]. Нечеткое высказывание обобщаем: «Граж-

данину требуется попасть из города А в город Б». 
У него есть несколько вариантов. В зависимости 
от погодных условий гражданин принимает один 
из них:

на собственном автомобиле:
если не идет дождь, поездка часто занимает 

около 3 ч;
если идет дождь, поездка займет, может быть, 

около 5 ч;
на поезде:
если нет дождя, поездка почти наверное зай-

мет около 3,5 ч;
если идет дождь, поездка часто занимает около 4 ч.
Согласно задаче, уже известны следующие 

вероятности:
Р (идет дождь) = 0,7 — вероятно;
Р (поездка на автомобиле) = 0,75 — обычно;
Р (около 3 ч | нет дождя, автомобиль) — часто;
Р (около 3,5 ч | нет дождя, поезд) — почти 

наверное;
Р (около 5 ч | дождь, автомобиль) — может 

быть;
Р (около 4 ч | дождь, поезд) — часто.
В данном примере необходимо рассчитать 

ожидаемую потерю времени пассажиром при 
поездке на автомобиле или на поезде. Для этого 
требуется вычислить 16 вероятностей и ОП для 
каждого вида транспорта:

Р (около 4 ч, дождь, поезд) — ?
Р (около 4 ч, дождь, автомобиль) — ?
...
Р (дождь, поезд | около 4 ч) — ?
Р (дождь, автомобиль | около 4 ч) — ?
...
ОП (автомобиль) — ?
ОП (поезд) — ?
В байесовской теории предполагается, что 

вероятности — это известные величины. Но при 
использовании Z-чисел необязательно заранее 
знать все вероятности. Можно аппроксимировать 
неизвестные вероятности, применяя аппарат не-
четких множеств [9, 10].

Согласно байесовскому подходу, совместная 
вероятность в нашем примере вычисляется сле-
дующим образом:

Р (около 4 ч, дождь, поезд) = 
= Р(около 4 ч | поезд, дождь)Р(поезд)Р(дождь). (1)

Чтобы формализовать нечеткие числа, такие, 
как часто, нечасто, может быть, воспользуемся 
правилом, определяющим пересечение нечетких 
множеств [9]:

  (2)

при условии p4 = p1p2p3  и  0 ≤ p4 ≤ 1.
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Чтобы рассчитать вероятность Р(около 4 ч) 
воспользуемся формулой [8]:

  
        (3)

где  и   — это дополнения событий соответ-
ственно А и В.

Таким образом,
Р(около 4 ч) = 

= Р(около 4 ч, автомобиль, дождь) +
+ Р(около 4 ч, поезд, дождь) +         (4)

+ Р(около 4 ч, автомобиль, нет дождя) +
+ Р(около 4 ч, поезд, нет дождя). 

Апостериорные вероятности рассчитываются 
на основе совместных вероятностей по известной 
формуле

               (5)

Можно вычислить знаменатель апостериорной 
вероятности, P(A), используя формулы (2), (3) 
и нечеткую арифметику. Если P(A, B, C) = P1 и  
P(A) = P2, то P (B, C | A) = Р3. Далее восполь-
зуемся правилом, определяющим пересечение 
нечетких множеств:

     (6)

при условии  и 0 ≤ p3 ≤ 1.

Пример отыскания апостериорной вероятно-
сти в нашей задаче:

       (7)

где Р(около 4 ч, дождь, поезд) вычисляется со-
гласно формулам (1), (2) и Р(около 4 ч) вычисля-
ется согласно формуле (4).

Чтобы вычислить ОП времени при поездке 
на поезде или автомобиле, соответствующую 
апостериорную вероятность следует умножить 
на функцию потери и просуммировать получив-
шиеся произведения. Это нечеткая операция и 
выполняется согласно правилам, определяющим 
арифметические операции над нечеткими числа-
ми. Функция потерь в данном случае представля-
ет собой время в пути. Таким образом,

где liN  — это ожидаемая потеря времени при i-м 
условии поездки; N — общее количество условий.

Для выбора наилучшего варианта необходимо 
сравнить полученные значения, например, ис-
пользуя ранжирование Z-чисел [7] или ВС.

Наконец, получаем: ВС(ОП(автомобиль)) = 0,69; 
ВС(ОП(поезд)) = 0,71.

Поскольку взвешенное среднее варианта поезд-
ки на поезде выше, то следует выбирать этот вари-
ант. Полученный результат совпадает с получен-
ным только с использованием метода Байеса [8].

Выводы
Показано преимущество подхода, объединяю-

щего метод Байеса и аппарат «вычислений со сло-
вами», к решению задач принятия решений, заклю-
чающееся в возможности обработки информации 
в условиях неопределенности смешанного типа 
и отсутствии необходимости знания всех точных 
апостериорных вероятностей альтернатив. Рассмо-
тренный подход находится в стадии развития, но тем 
не менее на практике подтвердил свою актуальность 
и эффективность, несмотря на наличие такого недо-
статка, как сложность вычислений при проведении 
операций с Z-числами [7], а также отсутствие еди-
ного метода ранжирования Z-чисел и альтернатив 
на их основе. Приведенный в работе практический 
пример поддержки принятия решений на основе 
Z-чисел и байесовской теории также подтвердил 
эффективность подобного гибридного подхода  
в условиях неопределенности смешанного типа.
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