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Неявное уравнение Сильвестра AXG + FXB = C имеет два важных частных случая: непрерывное уравнение 
Сильвестра AX + XB = C и дискретное уравнение Сильвестра AXB – X = C. Хорошо известны условия од-
нозначной разрешимости этих уравнений. В работе показано, что если выполняются условия однозначной 
разрешимости этих уравнений и матрицы A и B перестановочны, то матрица (A + B) для непрерывного 
уравнения Сильвестра и матрица (AB – I) для дискретного уравнения Сильвестра неособенные. Решения 
указанных уравнений имеют простой вид, когда среди матриц A, B, C пара A, B и еще одна пара перестано-
вочны: непрерывное уравнение Сильвестра имеет решение X = C(A + B)–1 или  X = (A + B)–1C, дискретное 
уравнение Сильвестра имеет решение X = C(AB – I)–1 или  X = (AB – I)–1C.
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Ряд задач линейной теории оптимального 
управления [1–3] приводит к уравнениям 

Сильвестра. Так, знаменитое уравнение Ляпу-
нова [4] является частным случаем уравнения 
Сильвестра.

Цель работы
Основной целью данной работы является по-

лучение утверждения о том, что если выполняют-
ся условия однозначной разрешимости уравнений 
Сильвестра и матрицы A и B перестановочны, 
то матрица (A + B) для непрерывного уравнения 
Сильвестра и матрица (AB – I) для дискретного 
уравнения Сильвестра неособенные.

Методы решения
Обозначим через λ(A) множество собствен-

ных значений квадратной матрицы A, при этом 
i-е собственное значение этой матрицы будет 
иметь обозначение λi(A). Через In (или просто I) 
обозначаем единичную матрицу порядка n. Будем 
рассматривать уравнения Сильвестра с квадрат-
ными матрицами A, B, C, X. Известны следующие 
результаты об однозначной разрешимости урав-
нений Сильвестра [5, 6].

Теорема 1. Непрерывное уравнение Сильвестра
AX + XB = C                        (1)

однозначно разрешимо для любой правой части C, если
∀i, j   λi(A) + λj(B) ≠ 0.                (2)

Теорема 2. Дискретное уравнение Сильвестра
AXB – X = C                        (3)

однозначно разрешимо для любой правой части C, если
∀i, j    λi(A)λj(B) ≠ 1.                 (4)

Если в уравнении (1) матрицы A и X переста-
новочны, то получаем X = C(A + B)–1. Для урав-
нения (3) аналогично: X = C(AB – I)–1. 

Уравнения Сильвестра с перестановочными 
коэффициентами не так уж редко встречаются. 
Например, в работе [7] появляется уравнение 
AX + XA = F(A), где F — полином. В разд. 2 [7] 
показано, что для невырожденности матриц A + 
B и AB – I при условиях однозначной разреши-
мости соответствующего уравнения достаточно 
перестановочности матриц A и B. В разд. 3 [7] 
получены простые решения уравнений Сильве-
стра, когда среди матриц A, B, C пара A, B и еще 
одна пара перестановочны.

Невырожденность матриц A + B, AB – I
Если матрицы A и B перестановочны, то верны 

следующие утверждения.
Теорема 3. Если для матриц A и B выпол-

няются условия (2) и, кроме того, эти матри-
цы перестановочны, то матрица A + B невы-
рожденная.

Теорема 4. Если для матриц A и B выполняют-
ся условия (4) и, кроме того, эти матрицы пере-
становочны, то матрица AB – I невырожденная.
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Доказательство теоремы 3. Допустим, что 
матрица A + B вырожденная. Тогда у матрицы  
A + B есть собственный вектор x0 с собственным 
значением 0: (A + B)x0 = 0.

Положим
x1 = Ax0 = –Bx0.                     (5)

Вектор x1 ненулевой, так как иначе было бы 
Ax0 = Bx0 = 0 и ноль оказался бы собственным 
значением матриц A, B, что нарушает условие (2). 

Воспользовавшись перестановочностью ма-
триц A, B и формулой (5), получим

A2x0 = – ABx0 = –BAx0 = B2x0;
(A2 – B2)x0 = (A + B)( A – B)x0 = 2(A + B)x1 = 0.

Таким образом, x1 — также собственный век-
тор матрицы A + B, соответствующий собствен-
ному значению 0. 

Определим векторы xi = Axi–1, i = 1, 2, ... . Проде-
лав операции, аналогичные операциям с вектором 
x1, приходим к тому, что эти векторы являются соб-
ственными векторами матрицы A + B. Кроме того,

xi = Aix0, Axi = –Bxi, Aix0 = (–1)iBix0.         (6)

Пусть j(λ) — минимальный аннулирующий 
вектор x0 многочлен

   т. е. 

Учитывая (6), получаем 

Таким образом,  есть  

аннулирующий вектор x0 многочлен для  
матрицы B.

Пусть λ1, ..., λk — корни уравнения j(λ) = 0, т. е.

                 (7)

Тогда

               (8)

и корни уравнения y(λ) = 0 — это –λ1, –λ2, ..., 
– λk.

Известно, что для любого вектора x мини-
мальный многочлен матрицы A делится на ми-

нимальный аннулирующий вектор x многочлен 
([8], с. 66). Таким образом, λ1, ..., λk являются 
собственными значениями матрицы A.

Для матрицы B многочлен y(λ) как аннули-
рующий вектор x0 многочлен делится на мини-
мальный аннулирующий вектор x0 многочлен, 
корни которого являются собственными значени-
ями B. Поэтому часть корней уравнения y(λ) = 0  
являются собственными значениями матрицы B. 
Учитывая (7) и (8), получаем противоречие с 
условием (2):

λi +(–λi) = 0,     λi ∈ λ(A),     –λi ∈ λ(B).

Теорема 3 доказана.
Лемма. Пусть матрицы A и B перестано-

вочны. Если x — собственный вектор матрицы 
AB – I с собственным значением 0, то y = Ax — 
собственный вектор этой матрицы для того же 
собственного значения.

Доказательство леммы. Из того, что  
(AB – I)x = 0, следует ABx = x и By = x. Из послед-
него равенства следует, что если y = 0, то и x = 0. 
Но x ≠ 0, поэтому вектор y — ненулевой. Далее: 

(AB – I)y = (AB – I)Ax = A(AB – I)x = 0.

Таким образом, y — собственный вектор ма-
трицы AB – I. Лемма доказана.

Доказательство теоремы 4. Допустим, что 
матрица (AB – I) — вырожденная. Тогда у матри-
цы AB – I есть собственный вектор x0 с собствен-
ным значением 0: (AB – I)x0 = 0.

Определим векторы xi = Axi–1, i = 1, 2, ... .
Из леммы следует, что все xi — собственные 

векторы матрицы AB – I с собственным зна-
чением 0. Так как (AB – I)xi = 0, то ABxi = xi = 
B(Axi) = Bxi+1, поэтому Bxi+1 = xi, i = 1, 2, ... . 
Кроме того,

xi = Bk–ixk, i = 0, ..., k–1.               (9)

Пусть j(λ) — минимальный аннулирующий 
вектор x0 многочлен

Докажем, что α0 ≠ 0. Пусть α0 = α1 = … = αs–1 = 0, 
αs ≠ 0, тогда

Вектор   не равен нулю, иначе      

 был бы аннулирующим вектор x0 мно-

гочленом меньшей, чем k, степени. Этот вектор 
является собственным вектором матрицы AB – I.
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Поэтому из леммы следует, что вектор  
 

 — ненулевой. 
 

Полученное противоречие доказывает, что α0 ≠ 0.
Учитывая (9), получаем

Таким образом,

      (10)

и y(λ) — аннулирующий вектор xk многочлен для 
матрицы B.

Как и в теореме 3, выполняется равенство (7), 
λ1, ..., λk — корни уравнения j(λ) = 0. Причем 
эти корни являются собственными значениями 
матрицы A.

В силу выражения (10) многочлены y(λ) и 
j(λ) таковы, что y(λ) = λkj(1/λ), поэтому корни 
уравнения y(λ) = 0 есть 1/λ1, 1/λ2, ..., λk.

Повторяя рассуждения из конца доказатель-
ства теоремы 3, получаем, что часть из этих кор-
ней — собственные значения матрицы B, причем 
(1/λi) λi = 1, 1/λi ∈ λ(B), λi ∈ λ(A). Следовательно, 
условие однозначности (4) нарушено. Полу-
ченное противоречие завершает доказательство  
теоремы 4.
Решение уравнений Сильвестра  
в случае коммутирующих 
коэффициентов

Среди работ, посвященных уравнению Сильве-
стра, известны такие, в которых даются конечные 
выражения для решений непрерывного [9] и дис-
кретного [10] уравнений Сильвестра. К ним от-
носятся и две нижеследующие простые теоремы.

Теорема 5. Если для непрерывного уравнения 
Сильвестра (1) выполняется условие однознач-
ности (2) и матрицы A и B перестановочны, то 
решение данного уравнения есть

X = C(A + B)–1     (X = (A + B)–1C)      (11)

тогда и только тогда, когда
AC = CA    (BC = CB)               (12)

Доказательство теоремы 5. Из теоремы 3 
следует, что D = (A + B)–1 существует. Отметим, 
что B и D перестановочны. Из выражения (11) 
следует, что

ACD + CDB = (AC + CB)D = C,
AC + CB = CD–1 = C(A + B) ⇔ AC = CA.

Пусть выполняется равенство (12). Убедимся, 
что выражение (11) является решением уравне-
ния, подставив X = CD в уравнение (1):

ACD + CDB = C(A + B)D = C.
Возможны случаи, когда выполняются усло-

вия (2), (11) и (12), но матрицы A и B не являются 
коммутативными. Например:

AC = CA = C,     λ(A) = {1, 2, 3},
λ(B) = {–0,832, –0,833, –2,622}.

Теорема 6. Если для дискретного уравнения 
Сильвестра (3) выполняется условие однознач-
ности (4) и, кроме того, AB = BA и AC = CA, то  
X = C(AB – I)–1 является решением данного уравнения.

Доказательство теоремы 6. Из теоремы 4 
следует, что D = (AB – I)–1 существует. Матрицы 
B и D перестановочны. По условиям теоремы (6),

ACDB – CD = C(AB – I)D = C.

Замечание. Если в формулировке теоремы 6 
условие AC = CA заменить на условие BC = CB, 
то решением будет X = (AB – I)–1C.

Выводы
Установлено, что в случае перестановочно-

сти матричных коэффициентов A, B и однознач-
ной разрешимости непрерывного (дискретного) 
уравнений Сильвестра матрицы A + B (AB – I) 
невырожденные. Это позволяет в ряде случаев 
выписать очень простые явные решения уравне-
ний Сильвестра.
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The implicit Sylvester equation AXG + FXB = C has two important special cases: the continuous Sylvester equation 
AX + XB = С, and the discrete Sylvester equation AXB – X = C. The conditions for the unique solvability of 
these equations are well known. The main result of this paper is the assertion that if the conditions for the unique 
solvability of these equations are satisfied and the matrices A and B commute, then the matrix (A + B) for the 
continuous Sylvester equation and the matrix (AB – I) for the discrete Sylvester equation are nonsingular. The 
solutions of these equations have a particularly simple form when among the matrices A, B, C the pair A, B and one 
more pair commute: the continuous Sylvester equation has a solution X = C(A + B)–1 or X = (A + B)–1C, the discrete 
Sylvester equation has a solution X = C(AB – I)–1 or X = (AB – I)–1C.
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