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При продольном перемещении (трелевке) древесины с полуприподнятыми стволами последние совершают 
поперечные колебания вследствие неровностей дороги. Колебания влияют на нагруженность специальных 
лесных машин, выполняющих трелевку. Целью исследований является разработка теоретических положе-
ний с их экспериментальным подтверждением, направленных на повышение точности расчетов и прогно-
зирование ситуаций при выполнении рабочих операций на лесозаготовках. Рациональный выбор проект-
ных параметров технологического оборудования лесных машин возможен в том случае, если в расчетах на 
прочность будут использованы теоретически и экспериментально обоснованные значения технологических 
сил. Эффективное использование тяговых возможностей и обеспечение управляемости движения лесных 
машин при выполнении технологических операций, связанных с продольными перемещениями полупри-
поднятого ствола, возможно только с учетом теоретических положений, объясняющих изменения техноло-
гических сил на рабочих органах технологического оборудования. Поэтому актуальными являются иссле-
дования, направленные на увеличение числа учитываемых при моделировании факторов. Динамическую 
систему, выполняющую рабочие операции по продольному перемещению полуприподнятого ствола, пред-
ставляют как механическую колебательную, к которой приложены силовые и кинематические воздействия. 
Для решения задачи считают, что равновесие упругой линии ствола, находящегося в состоянии покоя, пери-
одически нарушается внезапно прикладываемыми к упругой линии и тотчас же удаляемыми поперечно дей-
ствующими силами. При колебаниях ствола прогиб его упругой линии есть функция двух переменных — 
координаты и времени. Для нахождения первого члена ряда, соответствующего первой основной форме 
колебаний, применяют метод Рэлея. При нормальных колебаниях каждая точка упругой линии ствола со-
вершает простое гармоническое колебание с постоянными амплитудой и фазой. Получено выражение ча-
стоты основного тона колебания полуприподнятого ствола, перемещаемого за комель, с учетом его формы. 
Выполнены экспериментальные исследования поперечных колебаний полуприподнятых стволов березы. 
Определены параметры этих колебаний, в том числе частота.
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Основную часть лесозаготовительного процесса 
составляют рабочие операции, связанные с 

продольными перемещениями полуприподнятого 
ствола. Многообразие условий эксплуатации и 
видов выполняемых работ лесопромышленным 
оборудованием требует отдельных направлений  
теории лесных машин, которые связаны с поняти-
ем математической модели. Однако любая специ-
альная лесная машина при достаточно подробном 
описании позволяет разработать инвариантные 
математические модели для различных случаев 
функционирования. При этом следует иметь в 
виду, что математическая модель строится на ос-
новании моделей процессов [1].

Рациональный выбор проектных параметров 
технологического оборудования лесных машин 
возможен лишь в том случае, если в расчетах их 
деталей на прочность будут использованы теоре-
тически обоснованные значения технологических 
сил. Реальное увеличение производительности, 
эффективное использование тяговых возможно-
стей рабочих органов машин и обеспечение управ-
ляемости движения лесных машин при выполне-
нии переместительных и ряда технологических 
операций, связанных с продольными перемещени-
ями полуприподнятого ствола, может быть реали-

зовано только с учетом теоретических положений, 
объясняющих изменения технологических сил 
на элементах рабочих органов различных типов 
технологического оборудования. Поэтому акту-
альными являются исследования и разработка 
теоретических положений, направленные на по-
вышение точности расчетов и прогнозирование 
ситуаций при выполнении рабочих операций на 
лесозаготовках путем включения базовых кон-
стант, определяющих предмет труда и характер 
его взаимодействия с рабочими органами техно-
логического оборудования, а также путем увели-
чения числа учитываемых при моделировании 
факторов.

Любую динамическую систему, выполняющую 
рабочие операции по продольному перемещению 
полуприподнятого ствола, можно представить как 
механическую колебательную, к которой приложе-
ны силовые и кинематические воздействия.

Задача по оценке колебаний полностью погру-
женных хлыстов вполне исчерпывающе решена 
в работах [2, 3]. Поэтому проведем исследование 
колебаний полуприподнятого ствола относительно 
положения равновесия в ситуации покоя, хотя из-
вестны работы, в которых рассматриваются коле-
бания подобного вида [4–9]. Рассмотрение именно 
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этих колебаний обусловлено тем, что, во-первых, 
в работах [4, 7] представлены только эксперимен-
тальные данные по колебаниям хлыстов, во-вто-
рых, в работах [2, 3] хлыст переменного сечения 
заменяется набором сосредоточенных масс, а дли-
на поднятой части находится по эмпирическим 
формулам, не учитывающим форму ствола. В ра-
боте [8] хлыст переменного сечения представлен 
ступенчатым стержнем, состоящим из цилиндри-
ческих отрезков постоянного сечения равной дли-
ны. В работе [9] хлыст аппроксимируется конусом, 
а изогнутая ось представлена синусоидальной 
кривой, что нарушает граничные условия.

Материалы и методика
Исследуемый предмет труда имеет всюду пе-

ременный продольный профиль, и распределение 
плотности вдоль оси ствола может быть перемен-
ным, например, у хвойных пород деревьев; модули 
упругости у разных пород также разные. 

Для решения задачи, согласно [10, 11], примем, 
что равновесие упругой линии полуприподнятого 
ствола, находящегося в ситуации покоя, нарушено 
тем, что к упругой линии внезапно прикладывают-
ся и тотчас же удаляются поперечно действующие 
силы. В этом случае ствол начинает колебаться 
около своего положения равновесия. Обозначим 
через у прогиб упругой линии в сечении х, но уже 
в момент времени t. Таким образом, при колеба-
ниях ствола прогиб у есть функция двух перемен-
ных — координаты х и времени t. Тогда частная 
производная ∂2у/∂t2 будет определять в момент 
времени t направленное от оси Ох ускорение эле-
мента ствола dх, расположенного на расстоянии 
х от начала координат. Для того чтобы элементу 
длины dх сообщить это ускорение, требуется при-
ложить направленную от оси Ох силу величиной  
р = –ρАdх∂2у/∂t2, где ρ — средняя плотность древе-
сины, А — площадь поперечного сечения ствола.

Так как при свободных колебаниях возмуща-
ющая сила отсутствует, можно получить диффе-
ренциальное уравнение динамического изгиба 
ствола с непрерывно распределенными массами, 
используя дифференциальное уравнение изогну-
той оси ствола в форме

	 ∂
∂

∂
∂







+ ∂
∂

=
2

2

2

2

2

2
0

x
EI

y

x
A

y

t
ρ . 	 (1)

Зависимость (1) представляет собой уравнение 
свободных колебаний полуприподнятого ствола. 
Для его решения применим к нему метод разделе-
ния переменных Фурье, полагая при этом у(х, t) = 
= Т(t)Х(х). После подстановки у(х, t) в (1) и соот-
ветствующего преобразования для функций Т(t) и 
Х(х) получаем обыкновенные дифференциальные 
уравнения:

	 T T+ =ω2 0; 	 (2)

	 EIX AX′′( )′′ − =ω ρ2 0. 	 (3)

Общий интеграл уравнения (2) будет
	 Т = Аsin(ωt) + Bcos(ωt).	  (4)

Отсюда видно, что ω представляет собою кру-
говую частоту свободных колебаний полуприпод-
нятого ствола.

Нумеруя собственные частоты в порядке возрас-
тания так, что ω1 < ω2 < ω3 < …, получим для каждой 
собственной частоты ωk из этого ряда соответству-
ющую частную форму колебаний Xk(x), удовлетво-
ряющую уравнению (3) при ω = ωk, а именно

	 EIX AXk k k′′( )′′ − =ω ρ2 0. 	 (5)
Ввиду того что жесткость упругой линии ствола 

и неравномерно распределенная вдоль ствола мас-
са зависят от координаты х, ряд частот нормальных 
колебаний существует, но их нельзя отыскать с 
помощью точного интегрирования уравнения (3). 
Поэтому для нахождения первого члена ряда, соот-
ветствующего первой основной форме колебаний, 
применим метод Рэлея, согласно которому первая 
основная частота определяется выражением
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Здесь Y(x) — прогиб ствола дерева под действи-
ем нагрузки q(x).

При нормальных колебаниях каждая точка 
упругой линии ствола совершает простое гармо-
ническое колебание с постоянными амплитудой 
и фазой:

y = Ynsin(ωnt – ωn),

где Yn — переменная, зависящая только от х;
ωn и ωn — постоянные величины; 
Yn определяет n-ю форму нормального коле-

бания, подчиняется тем же граничным ус-
ловиям на концах, что и у, и представляет 
собой действительный прогиб оси ствола, 
когда ствол находится в одном из крайних 
положений колебания.

Для получения кривой прогиба используем 
уравнение
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Неравномерно распределенная при переменной 
вдоль ствола плотности нагрузка получена в [7], а 
момент инерции поперечного сечения определяет-
ся формулой I(x) = π(a·(Lc – x)µ)4/4, где a(Lc – x)µ — 
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радиус поперечного сечения ствола на расстоянии 
х от комля. Введем константу жесткости ствола 
d = Eπa4/4 и новую переменную z = Lc – x, тогда 
жесткость ствола будет иметь вид EI(z) = dz4µ. 
Дополнительно понизим порядок дифференци-
ального уравнения

d

dz
y

2

2
( ) ( ).z z= ψ  

Получим уравнение упругой линии ствола
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Для поиска постоянных интегрирования с1, с2, 
с3 и с4 воспользуемся краевыми условиями. После 
двойного дифференцирования уравнения (8) и 
соответствующей подстановки краевых условий 
получим систему из четырех уравнений, из кото-
рой находим постоянные интегрирования:
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Возвращаясь в уравнении (8) к исходной пе-
ременной х, получим уравнение изогнутой части 
ствола, которое в нашем случае определяет первую 
нормальную форму колебания

Y x V Lc x K c O Lc x1 1
2 4 4

1 1
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( ) = −( ) + −( ) +− + − +µ µ µ

	 + −( ) + −( ) +
− +
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4 3

3 4

µ
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Подставляя Y1(х) из (9) в уравнение (6), находим 
частоту основного тона колебания полуприподня-
того ствола, перемещаемого за комель.

Для определения частоты колебаний стволов 
березы при имитации их продольного перемеще-
ния в полуприподнятом положении выполнены 
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экспериментальные исследования. Для этого ис-
пользованы два ствола свежесрубленной березы. 
Диаметр ствола в центре пролета у березы № 1 ра-
вен 60 мм, у березы № 2 — 54 мм. Стволы устанав-
ливали комлем на опору, а вершина оставалась на 
земле. Затем к центру пролета ствола прикрепляли 
на гибкой нити груз: для березы № 1 массой 20 кг, а 
для березы № 2 — 10 кг. Происходил статический 
прогиб ствола. Величина пролета без нагрузки 
4 м, высота опоры 0,8 м. Далее нить обрезали и 
ствол совершал затухающие поперечные коле-
бания. Колебания записывали на видео на фоне 
планшета. Проводили разделение записи на кадры 
с временным шагом 0,04 с и их расшифровку. На 
основании результатов исследования построен 
график зависимости амплитуды колебаний точки 
подвеса груза от времени (рис. 1) [12]. Параметры 
колебаний стволов представлены в таблице.

Методом графического дифференцирования 
построен график зависимости изменения скоро-
сти колебаний центра пролета ствола от времени 
(рис. 2).

После двукратного дифференцирования урав-
нения затухающих колебаний произвольной точки 
ствола [12]

y A e tft= −
0

δ ωcos( )

получено выражение для определения ускорения 
данной точки:

Рис. 2. Зависимость изменений скорости колебаний березы 
от времени (экспериментальные кривые): 1 — ствол 
№ 1; 2 — ствол № 2 

Fig. 2. Dependence of speed fluctuation changes of birch 
(experimental curves): 1 — the trunk of tree no. 1; 2 — 
the trunk of tree no. 2

Рис. 3. График изменения ускорения березы (аппроксими-
рованные кривые): 1 — ствол № 1; 2 — ствол № 2 

Fig. 3. The graph of change of acceleration of birch (approximated 
curves): 1 — the trunk of tree no. 1; 2 — the trunk of 
tree no. 2

Т а б л и ц а
Параметры колебаний стволов березы

The parameters of the oscillations

Параметры
Номер ствола березы

1 2
Номер периода колебаний n 1 2 3 4 1 2 3 4

Период колебаний T, с – 0,60 0,60 0,56 – 0,52 0,52 0,44
Частота колебаний f, Гц – 1,67 1,67 1,79 – 1,92 1,92 2,27

Амплитуда колебаний A, мм 109 73 55 43 72 42 19 12
Логарифмический декремент 

колебания δ – 0,401 0,283 0,246 – 0,539 0,793 0,460

Максимальная скорость 
(экспериментальная) V, м/с 1,70 0,93 0,63 0,62 0,90 0,75 0,16 0,15

Максимальное ускорение 
(аппроксимированное) a, м/с2 12,3 9,0 6,7 4,9 11,7 6,6 3,7 2,0

Рис. 1. График колебаний березы (экспериментальные кри-
вые): 1 — ствол № 1; 2 — ствол № 2 

Fig. 1. The graph of fluctuation of birch (experimental curves): 
1 — the trunk of tree no. 1; 2 — the trunk of tree no. 2
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На основании этого уравнения построен график 
изменения ускорения указанной точки (рис. 3). 
В связи с тем, что параметры колебаний берез 
изменяются в процессе колебаний (в частности, 
уменьшается период колебаний), нами приняты 
их средние значения: для березы № 1: T = 0,59 с,  
δ = 0,31; для березы № 2: T = 0,49 с, δ = 0,60.

Результаты
Полученные значения круговой частоты коле-

баний и ускорения точек ствола позволят более 
точно рассчитывать технологические силы при 
работе специальных лесных машин и учитывать 
их при проектировании.
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THE PARAMETERS OF THE OSCILLATIONS OF THE BIRCH TREE WHILE SKIDDING
G.A. Ivanov, A.A. Kotov
BMSTU (Mytishchi branch), 1 st. Institutskaya, 141005, Mytischi, Moscow reg., Russia
kotov@mgul.ac.ru
During longitudinal movement (skidding) of wood with raised tree trunks, they make transverse vibrations due to 
irregularities of the road. Fluctuations affect the loading of special forest machines performing the skidding. The aim of 
the research is development of theoretical positions with their experimental confirmation aimed at improving the accuracy 
of calculations and prediction of situations in the performance of work in logging operations. Rational choice of design 
parameters of technological equipment forestry machines is possible only if the strength calculations will be used both 
theoretically and experimentally reasonable values technological forces. Efficient use of traction capabilities and control 
of forest machines during the execution of technological operations associated with the longitudinal displacements raised 
tree trunks, is possible only taking into account theoretical positions explaining the changes in technological forces in 
the working bodies of technological equipment. So pressing is the problem of research aimed at increasing the numbers 
taken into account when modeling factors. A dynamic system that performs operations on longitudinal movement of the 
tree trunk, imagine how the mechanical oscillation attached to it the force and kinematic effects. To solve the problem it is 
believed that the balance of the elastic line of the tree trunk being at rest, periodically disturbed suddenly applied to an elastic 
line and immediately removed transversely acting forces. When vibration of the tree trunk, the deflection of the elastic 
curve is a function of two variables — the coordinates and time. For finding the first member of the series corresponding 
to the first basic form of vibrations was used the method of Rayleigh. Under normal oscillations of each point of the elastic 
line of the trunk performs a simple harmonic oscillation with constant amplitude and phase. The obtained expression of 
the fundamental frequency of oscillation of the trunk of a tree given its form, roaming in the butt. Experimental study of 
transverse vibrations of raised trunks of birch. The parameters of these oscillations including the frequency are obtained.
Keywords: the trunk of the tree, skidding, mode shape, frequency, experiment, amplitude
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