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Математическое моделирование� О наибольшем продвижении при ограниченном ресурсе
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Рассматривается следующая задача: на материальную точку действует постоянная по направления, но пе-
ременная по величине сила. Эта сила ограничена по модулю. Очевидно, что материальная точка будет дви-
гаться по прямой. Предполагается наличие трения, пропорционального скорости движения материальной 
точки. Пусть движение происходит неограниченно во времени, так как уже при мгновенном импульсном 
воздействии скорость положительна бесконечное время и экспоненциально убывает. Допустим, постоянен 
интеграл от действующей сторонней силы на всем бесконечном промежутке времени движения. Вопрос: 
на какое максимальное расстояние может переместиться точка с фиксированной массой? Задача сводится к 
линейному неоднородному дифференциальному уравнению с постоянными коэффициентами в левой части 
и переменной сторонней силой воздействия в правой части уравнения. Решение этого уравнения (задача 
Коши с нулевой начальной скоростью) записывается в виде интеграла Дюамеля. Интегрирование этого 
решения — скорость движения от нуля до бесконечности — дает величину перемещения материальной 
точки. Оказывается, что это перемещение зависит не от формы закона изменения действующей силы, а 
только от интеграла от этой силы по бесконечному промежутку времени движения. Удается, таким образом, 
не прибегать к принципу максимума Понтрягина и обойти трудности, возникающие при его применении. 
Рассматривается и случай, когда время движения ограничено заранее заданной величиной. Решение в этом 
случае не столь красиво и может быть сведено к решению стандартной задачи линейного программирова-
ния. Принципиально рассмотрен и случай, когда сила трения пропорциональна квадрату скорости, — тогда 
дифференциальное уравнение движения оказывается уравнением Риккати и аналитическое его решение 
представляет значительные трудности.
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Реальные технические процессы часто моде-
лируются как управление в задачах, описы-

ваемых дифференциальными уравнениями (или 
системами таких уравнений). Мощным аппара-
том решения подобных задач является принцип 
максимума Л.С. Понтрягина [1]. Однако иногда 
удается исследовать оптимальное управление 
более простыми средствами, не прибегая к серь-
езному аппарату принципа максимума.

Пусть сосредоточенная масса т прямолиней-
но движется под воздействием переменной по 
величине, но постоянной по направлению силы 
F(t), ограниченной как по величине, так и интег-
рально, т. е.

0 ≤ F(t) ≤ Fmax, .             (1)

Предположим, что на массу воздействует сила 
трения, пропорциональная скорости движения 
v(t) массы. Как оптимально выбрать управление 
F(t), чтобы масса переместилась на возможно 
большее расстояние?

По второму закону Ньютона (см., например, 
[2]),

,                    (2)

где F(t) подчиняется ограничениям (1).
Так как даже при отсутствии управления F(t), 

т. е. при F(t) = 0, решение (2) есть

,
время движения бесконечно (некоторый порок 
модели торможения с помощью трения). Поэто-
му в (1) интегрирование до +∞.

Если начальное условие в задаче Коши для 
уравнения (2) взять в виде v(0) = 0, то получим 
(см., например, [3])

откуда

.     (3)

Результат (3) достаточно любопытен — при 
любом законе воздействия F(t), подчиняющемся 
ограничениям (1), за бесконечное время мате-
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риальная точка переместится на расстояние A/k 
[4–8].

Волевым образом ограничим время движе-
ния величиной Т, т. е. вместо (1) наложим на F(t) 
ограничения

0 ≤ F(t) ≤ Fmax, .

Тогда получим

.                 (4)

В этом случае уже возможна оптимизация по 
F(t). Замена интеграла в (4) по формуле прямо-
угольников дает

,        (5)

и максимизация правой части уравнения (5) при-
ведет к стандартной задаче линейного програм-
мирования при ограничениях

0 ≤ F(lT/n) ≤ Fmax, .

Без труда можно рассмотреть более общую 
задачу, где m и k являются функциями m(t) и k(t). 
Тогда 

.      (6)

Оптимизация (6) по F достаточно стандартна 
[9, 10].

Вместо линейного уравнения (2) можем по-
лучить уравнение Риккати

 [4].

Это происходит в случаек огда сила трения 
пропорциональна квадрату скорости v2(t).
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We study the following problem:  some material point is under the aсtion  of  a force which is  directionally 
constant, but, on the other hand, quantitatively  variable. This force is limited in absolute magnitude. It is obvious 
that the material point studied will move in a straight line. It is assumed that the friction available is  proportional 
to the speed of  the material point movement. Let the motion be unlimited in time, because even at instantaneous 
pulse of force the speed is positive for infinite time and decreases exponentially. Let the integral of force over time 
on all the infinite time span of the movement be constant. Let’s ask: what is the maximum distance the point of fixed 
mass can pass? The problem consists in developing a linear homogeneous differential equation with some constant 
coefficients in the left part and a variable force in the right part of the equation. The solution of this equation 
(Cauchy problem with zero initial velocity) is written as a Duhamel integral. The integration of this solution, i.e., 
the speed of movement from zero to infinity,  gives us  the distance covered by  a material point. It turns out that 
this movement does not depend on the form of the force change law, and it depends only on the integral of this force 
along the endless time of movement. Thus, it is possible not to apply the maximum principle of L. S. Pontryagin and 
to avoid the difficulties encountered in its application. This paper considers also the case when motion is restricted 
to a predetermined amount of time. The solution in this case is not so beautiful and can be reduced to solving a 
standard linear programming problem. Basically, the case when the friction force is proportional to the square of the 
speed has been also considered. In this case, the differential equation of motion turns out to be a Riccati equation 
and its analytical solution represents a considerable challenge.
Keywords: optimal control, force, Newton’s laws.
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