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Рассматривается задача распространения плоской цилиндрической волны в идеальной сжимаемой жидкос-
ти. Структура решения имеет вид интегрального уравнения с переменным верхним пределом. Существен-
ной особенностью полученного решения является отсутствие разрыва параметров на фронте акустической 
волны. Решение волнового уравнения для сходящейся и расходящейся осесимметричной цилиндрической 
волны авторами статьи было распространено на случай неосесимметричной цилиндрической волны приме-
нительно к системе уравнений идеальной сжимаемой жидкости. Система уравнений идеальной сжимаемой 
жидкости в цилиндрической системе координат записана в безразмерном виде. Решение системы диффе-
ренциальных уравнений найдено в виде разложения в ряд Фурье по угловой координате. Введение автомо-
дельной переменной позволило привести систему уравнений в частных производных к системе уравнений 
в обыкновенных производных. Решение системы обыкновенных дифференциальных уравнений получено 
в явном виде, представляющем комбинацию полиномов Чебышева первого и второго рода для сходящейся 
и расходящейся волны соответственно. Параметры давления и скорости, характеризующие акустическую 
волну, распространяющуюся в жидкости, описаны в виде интегральных уравнений. Ядрами интегральных 
уравнений являются частные решения системы обыкновенных дифференциальных уравнений. Переходные 
функции интегральных уравнений определяются из граничных условий. Условия на границе раздела могут 
быть заданы численно. Изложенная в статье методика может быть применена для решения плоской неста-
ционарной задачи гидроупругости цилиндрической оболочки с жидкостью.
Ключевые слова: идеальная сжимаемая жидкость, волновое уравнение, интегральное уравнение

Ссылка для цитирования: Шмаков А.В., Серебренников П.С., Шипов Н.В., Чернова Т.В. Сходящаяся 
и расходящаяся плоская цилиндрическая волна в идеальной сжимаемой жидкости // Лесной вестник /  
Forestry Bulletin, 2017. Т. 21. № 1. С. 137–140. DOI: 10.18698/2542-1468-2017-1-137-140

В источниках [1–10] рассмотрена плоская 
нестационарная задача гидроупругости для 

цилиндрической оболочки с жидкостью.
Систему уравнений идеальной сжимаемой 

жидкости в цилиндрической системе координат 
запишем в безразмерном виде

,

           (1) 

где V, U — нормальная и тангенциальная ско-
рость жидкости соответственно;

P — давление в жидкости;
t — время;
r — текущий радиус;
ϕ — полярный угол. 

В качестве масштабов выбраны величины  
[P] = ρa2; [V, U] = a; [t] = R/a; [r] = R, где ρ — плот-
ность жидкости; a — скорость звука в жидкости;  
R — радиус. Решение системы (1) ищем в виде раз-
ложения в ряд Фурье по угловой координате

.

После исключения из третьего уравнения 
системы (1) скоростей V и U для n-й гармоники 
ряда получим

         (2)

Систему уравнений (2) относительно авто-
модельной переменной z = (1 – t)/r перепишем 
в виде

          (3)
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Рассмотрим сходящуюся акустическую вол-
ну, распространяющуюся от границы r = 1. 
Уравнение фронта сходящейся волны опреде-
ляется соотношением r + t – 1 = 0. Значениям 
z > 1 соответствуют точки перед фронтом, воз-
мущения в которых равны нулю. Значение z = 1 
соответствует фронту волны, значение давления 
и скорости на котором считается равным нулю. 
Для |z| ≤ 1 и n > 1 решение системы уравнений 
(3) имеет вид

     (4) 

где Bn – коэффициенты интегрирования;
Tn(z) = sin (n arccos z) — полиномы Чебы- 

шева.
Следуя [8, 9], решение системы (2) для  

n-й гармоники разложения запишем в виде

   (5)

где 

, n > 1.

Неизвестные переходные функции ωpn(τ), 
ωvn(τ), ωun(τ) связаны между собой зависимос-
тями, которые получаются после подстановки 
уравнений (5) в систему (2) для n-й гармоники 
разложения

ωvn(τ) = ωun(τ) = –ωpn(τ).

Для определения переходных функций ис-
пользуется граничное условие. В частности, 
если при r = 1 задан закон изменения нормаль-
ной составляющей скорости жидкости W(ϕ, t), 
то переходная функция ωvn(τ) определяется из 
интегральных уравнений для n-й гармоники

  (6)

где ξ = 1 – t + τ, Wn(t) – n-я гармоника W(ϕ, t).
В случае, если правая часть в уравнениях (5) 

является заданной функцией времени, то интег-
ральное уравнение (6) решается один раз для 
всего интервала

IξI ≤ 1.

Рассмотрим расходящуюся акустическую 
волну, распространяющуюся от границы r = 1. 
Уравнение фронта расходящейся волны опреде-
ляется соотношением t – r + 1 = 0. Значениям 
z < 1 соответствуют точки перед фронтом, воз-
мущения в которых равны нулю. Значение z = 1 
соответствует фронту волны, значение давления 
и скорости на котором считается равным нулю. 
Для z ≥ 1 и n > 1 решение системы уравнений (2) 
имеет вид

     (7)

где

 —

полиномы Чебышева второго рода для z ≥ 1;
Bn — коэффициенты интегрирования.

Следуя [3, 4], решение системы (1) для  
n-й гармоники разложения запишем в виде

  (8)

где
, n > 1.

Неизвестные переходные функции ωpn(τ), 
ωvn(τ), ωun(τ) связаны между собой зависимос-
тями, которые получаются после подстановки 
уравнений (4) в систему (1) для n-й гармоники 
разложения: 

ωvn(τ) = ωun(τ) = –ωpn(τ).
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Для определения переходных функций ис-
пользуется граничное условие. В частности, 
если при r = 1 задан закон изменения нормаль-
ной составляющей скорости жидкости W(ϕ, t), 
то переходная функция ωvn(τ) определяется из 
интегральных уравнений для n-й гармоники

 (9)

где ξ = t – τ + 1; Wn(t) – n-я гармоника W(ϕ, t). 
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CONVERGENT AND DIVERGENT PLANE CYLINDRICAL 
WAVE IN AN IDEAL COMPRESSIBLE FLUID

A.V. Shmakov, P.S. Serebrennikov, N.V. Shipov, T.V. Chernova
BMSTU (Mytishchi branch), 1 st. Institutskaya, 141005, Mytischi, Moscow reg., Russia

ashmakov62@gmail.ru

The article deals with  the problem of propagation of plane cylindrical waves in ideal compressible fluids. The 
structure of the solution has the form of integral equations with a variable upper limit. An essential feature of the 
obtained solution is the lack of a parameter gap  at the front of the acoustic wave. In the work by Smirnov V. I., DAN 
SSSR,1937,vol. 14, No. 1, there has been given the solution of the wave equation for an axisymmetric convergent 
and divergent cylindrical waves. The authors of the article have extended V.I. Smirnov’s approach to cover the 
case of non-axisymmetric cylindrical waves with respect to the system of equations of ideal compressible liquid.
The system of equations of ideal compressible fluid in cylindrical coordinate system is written in a dimensionless 
form. The solution of the differential equation system is sought in the form of decomposition into the Fourier 
series in the angular coordinate. Introducing the self-simulated variable resulted in a system of partial differential 
equations turned into a system of equations with ordinary derivatives. The  solution of a system of ordinary 
differential equations is given explicitly, that is a combination of Chebyshev polynomials of the first and second 
kind for diverging and converging waves, respectively. The parameters of pressure and speed that characterize 
the acoustic wave propagation in fluids are described by integral equations. The kernels of integral equations are 
particular solutions of systems of ordinary differential equations. Transitional functions of the integral equations 
are determined from the boundary conditions. The conditions at the interface can be specified numerically. The 
technique described in the article can be applied to solve the plane time-dependent problem of hydroelasticity of a 
cylindrical shell containing liquid.
Keywords: ideal compressible liquid, an  integrated equation, a wave equation
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