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Представлена модель движения засыпки измельченной древесины и продуктов на ее основе в цилиндро-
коническом бункере, которая базируется на представлении таких засыпок как некоторой квазиньютонов-
ской жидкости с эффективной вязкостью, зависящей от физико-механических свойств, характерных для 
материалов такого типа. Получены уравнения, описывающие граничные условия процесса, учитывающие 
проскальзывание частиц засыпки на стенках цилиндроконического бункера. Предложены универсальные 
граничные условия, основанные на физико-механических свойствах засыпки измельченной древесины и 
продуктов на ее основе, позволяющие аналитически описать движение таких сыпучих сред в бункерах 
с одним центральным разгрузочным отверстием. Предложенная модель существенно снижает затраты на 
создание надежных систем для транспортировки аналогичных сред, используемых в различных технологи-
ческих процессах. Описаны экспериментальная установка и методики проведения исследования. Экспери-
менты проведены на моделях бункеров с одним центральным разгрузочным отверстием с учетом критериев 
теории подобия позволили получить данные, характеризующие влияние угла наклона конической части 
бункера, диаметра разгрузочного отверстия и физико-механических свойств засыпки на процесс грави-
тационного движения измельченной древесины и продуктов на ее основе. Получены формулы скорости 
проскальзывания древесных частиц в элементах бункера пневмотранспорта, изменения скорости частиц в 
засыпке на оси и стенках модели бункера на входной и выходной границе. Результаты расчетов процессов, 
протекающих в исследуемом бункере системы пневмотранспорта, с использованием этого универсального 
граничного условия для вихревой функции и полученные экспериментальные данные хорошо согласуются 
между собой, что позволяет проводить сравнительный анализ технико-экономической эффективности раз-
личных проектных решений.
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При проектировании магистралей для пере-
мещения древесно-стружечных материалов, 

отходов лесозаготовительных и лесопильно-де-
ревоперерабатывающих производств (рубленой 
массы или щепы, древесных опилок), а также 
аналогичных им дискретных сред (зерновых, це-
ментов, угля, биомассы и пр.) в элементах пнев-
мосистем: трубопроводах, бункерах, загрузочных 
воронках — необходимо обеспечить по возмож-
ности более равномерное их движение по объему, 
с тем чтобы предотвратить образование застой-
ных зон в местах перехода от цилиндрической 
части бункера к конической и сводообразование, 
приводящее к пробкам, переполнению бункера и 
нарушению технологического процесса. 

В настоящее время практически отсутствуют 
работы, в которых существующие теоретические 
модели движения таких сред [1−9] доведены до 
конкретных результатов расчета. Это затрудняет 
оценку пригодности моделей для расчета тече-
ния указанных сред, проектирование надежно 
работающих бункеров, так как оценка проводит-
ся на основании сравнения результатов расчетов 
с данными экспериментов.

Экспериментальные исследования [10–12], 
проведенные в трубопроводах и бункерах осе-
симметричной формы с одним разгрузочным 
отверстием и коническим днищем, свидетельс-
твуют о том, что движение в них засыпки, со-
стоящей из элементов различной формы, при 
соотношении диаметра бункера D и размера 
элемента дискретной среды, приведенного к 
диаметру сферы d, D/d ≥ 40, аналогично дви-
жению сплошной среды в ламинарном режиме. 
Вследствие этого дискретная среда при указан-
ном соотношении может рассматриваться как 
некая квазиньютоновская жидкость, для описа-
ния движения которой может быть использована 
система уравнений, аналогичных уравнениям 
Навье — Стокса, с вязкостью, соответствующей 
кажущейся вязкости сыпучей среды [13–15],

ρ+(W∆)W = ρ+g – grad p + µ∆2W, div W = 0,    (1)

где ρ+ − кажущаяся плотность сыпучей среды;
W − вектор абсолютной скорости сыпучей 

среды;
р − внутреннее давление засыпки;
µ − кажущаяся вязкость сыпучей среды.
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С точки зрения программной реализации это 
уравнение имеет важное преимущество, пос-
кольку методы его решения хорошо разработа-
ны [16]. В то же время вопрос граничных усло-
вий для такого представления дискретной среды 
остается открытым. Поэтому модель движения 
засыпки в приближении вязкой несжимаемой 
жидкости не является формальным повторением 
существующей в гидродинамики модели.

Запишем уравнение (1) в прямоугольной сис-
теме координат:

Продифференцируем первое уравнение по z, 
а второе по x, полагая, что ν = µ/ρ = const:

 

Преобразуем левую часть этих уравнений, 
используя уравнение неразрывности

 

Вычтем из первого уравнения второе и, пола-
гая, что все смешанные производные непрерыв-
ны [17], получим

Данное уравнение можно преобразовать к 
виду, удобному для интегрирования, введя но-
вые переменные: функцию тока ψ, удовлетворя-
ющую уравнению неразрывности, и вихревую 
функцию ω, которая имеет вид

Окончательно получим следующую систему 
уравнений c переменными — функцией тока ψ и 
вихревой функцией ω:

 

∇2ψ = ω,
которая для случая осесимметричного движения 
может быть представлена в виде

     (2)

              (3)

Уравнения (2) и (3) имеют второй порядок, 
и в силу сложности граничных условий, о ко-
торых будет сказано ниже, при их решении был 
использован итерационный алгоритм, основан-
ный на последовательном интегрировании двух 
связных уравнений второго порядка для перено-
са вихря и функции тока. В качестве численной 
схемы была выбрана так называемая схема, ори-
ентированная «против потока», стабилизирую-
щее влияние которой на вычисление конечных 
разностей известно [13].

В отличие от вязкой жидкости, для которой 
скорость на твердой, ограничивающей поток 
стенке равна нулю, для сыпучей среды это ус-
ловие не соблюдается. В зависимости от ше-
роховатости поверхности стенки и элементов 
дискретной среды, что учитывается с помощью 
коэффициента внешнего трения f–, скорость про-
скальзывания этих элементов на вертикальных и 
наклонных стенках конического бункера может 
изменяться от нуля до какого-либо конечного 
значения. Как показали наши исследования, на-
личие проскальзывания на стенке не приводит к 
изменению вида уравнения движения, которое 
может быть использовано и для этого специфич-
ного случая движения среды.

На твердой границе (вертикальной и наклон-
ной стенках) значение вихревой функции при 
решении системы уравнений (2) и (3) задавалось 
двумя способами.

Так как стенка непроницаема, функция тока 
на ней ψ = const, что соответствует полному рас-
ходу через рассматриваемую область. Для зада-
ния вихревой функции ω рассмотрим наиболее 
общий случай — наклонную стенку, что соот-
ветствует коническому днищу. Эти рассуждения 
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будут справедливы и для вертикальной цилинд-
рической стенки. Наклонная стенка расположе-
на под углом φ к оси z цилиндрической системы 
координат r, z (рис. 1).

Прямоугольная сетка в плоскости r0z строит-
ся так, чтобы узловые точки лежали на стенке. 
Из ближайших к наклонной стенке узловых то-
чек проводятся линии нормальные к стенке. В 
точке N пересечения нормали со стенкой функ-
ция тока ψ раскладывается в ряд Тейлора

 . (4)

Производная от функции тока ψ в направле-
нии вектора n определяется выражением

С учетом зависимостей для косинусов  
(см. рис. 1) и функции тока

полученное выражение можно представить в та-
ком виде:

Произведя ряд подстановок с учетом обозна-
чений, приведенных на рис. 1, получим следую-
щее выражение:

В рассматриваемом течении (осесимметрич-
ном без закрутки)

направлен по нормали к плоскости r0z (eθ — еди-
ничный вектор), инвариантен относительно по-
ворота и перемещения начала системы коорди-
нат в плоскости r0z. Формально это следует из 
соотношения для преобразования компонентов 
векторов (в данном случае rotW) в произвольной 
криволинейной системе координат.

Из инвариантности следует соотношение

Так как твердая непроницаемая стенка явля-
ется линией тока,

 = 0.

Вихрь в точке N можно представить в таком 
виде

.

Первая и вторая производные от функции 
тока в формуле (4) равны

Третью производную можно представить в 
таком виде:

После подстановки этих производных в урав-
нение (4) и соответствующих преобразований 
получим выражение для вихревой функции на 
стенке ωN, т. е. второе граничное условие

где ψij, ωij — значения функции тока и вихревой 
функции в узле ij в потоке сыпучей сре-
ды;

ψN, ωN — значения функции тока и вихревой 
функции в точке N на стенке бункера;

rN — расстояние от оси бункера до точки N 
на стенке;

WN
+ — скорость проскальзывания на стенке, от-
несенная к средней скорости (см. рис. 1).

Рис. 1. �К определению вихревой функции на на-
клонной стенке

Fig. 1. To the definition of function on the inclined wall
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В первом случае было получено выражение 
для вихревой функции с учетом скорости про-
скальзывания.

При таком задании вихревой функции ско-
рость проскальзывания элементов сыпучей 
среды на стенке определялась из эмпирических 
зависимостей, полученных путем обработки 
опытных данных, одна из которых имеет вид

где WN
+|  — относительная скорость проскаль-
зывания элементов дискретной среды на 
стенке в сечении, соответствующем сво-
бодной поверхности дискретной среды 
(при относительной высоте z+ = 1);

d+, D, d — диаметры соответственно разгру-
зочного отверстия, цилиндрической час-
ти бункера, элемента дискретной среды;

r+ − относительный радиус.
Экспериментальная установка для получения 

таких зависимостей имела бункер, днище кото-
рого могло изменять свою геометрию, что поз-
воляло проводить исследования течения продук-
тов измельченной древесины при порционной и 
непрерывной выгрузке частиц засыпки, при из-
менении большого числа параметров в широком 
диапазоне их варьирования. 

Результаты экспериментов на моделях с про-
зрачными стенками и с центральной прозрачной 
плоской стенкой показали, что картина движе-
ния засыпки практически не изменяется при вы-
грузке от 100 до 600 частиц в минуту и при 8 · 104 

частиц в минуту. Это соответствует свободному 
истечению частиц из разгрузочного отверстия 
под действием силы тяжести.

Экспериментальные исследования, проведен-
ные в бункере с одним разгрузочным отверстием 
и соотношением основных размеров D/d+ = 4,0; 
5,0; 6,66; D/d ≈ 40; 55 с углом наклона коничес-
кой части α = 30; 45; 60° при движении элемен-
тов древесных материалов с эквивалентным диа-
метром d = 7,2 ⋅ 10–3 м и 10,2 ⋅ 10–3 м, показали, 
что W+

N |  линейно зависит от коэффициента 
внешнего трения f− в достаточно широком диапа-
зоне его изменения и определяется выражением

W+
N |  = 1 – 1,335 f_.

Так как стенка непроницаема, функция тока 
ψN = 1, что соответствует полному расходу через 
рассматриваемую область.

На входной границе задавалось распределе-
ние скорости (рис. 2), соответствующее физико-
механическим свойствам засыпки сферических 
элементов, которое может быть описано следу-
ющей эмпирической зависимостью

где r+ = 2r/D — текущее значение относительно-
го радиуса;

A(f+) =  (k = 0,1 — эмпирический коэф-
фициент);

W+
max — относительная максимальная ско-
рость, отнесенная средней скорости.

На выходной границе предполагалось ∂ψ/∂r = 
= ∂ω/∂r = 0. При численных расчетах использо-
вали коэффициент кажущейся вязкости дискрет-
ной среды (коэффициент внутреннего трения) и 
коэффициент внешнего трения, которые опре-
деляли по рекомендациям [12]. Результаты рас-
четов с использованием указанных граничных 
условий сопоставляли с результатами экспери-
ментов, полученными в бункере с одним цент-
ральным разгрузочным отверстием (рис. 3). 

Расчетные и экспериментальные профили ско-
рости и линии тока удовлетворительно совпадают 
между собой в большей части объема бункера.

При приближении к разгрузочному отверстию 
(z+ ≤ 0,05) экспериментальные данные могут су-
щественно отличаться от результатов расчетов, 
так как в этой области проявляется дискретность 
исследуемой среды при ее гравитационной вы-
грузке. Используемые в этих расчетах граничные 
условия для вихревой функции на вертикальной 
и наклонной стенках носят частный характер, 
поскольку справедливы в достаточно узком диа-
пазоне изменения геометрических и физико-ме-
ханических параметров.

Рис. 2. �Профили скорости квазисферических эле-
ментов в сечении на высоте z = D от разгру-
зочного отверстия: ○ — f− = 0,218, f+ = 0,36;  
□ — f− = 0,268, f+ = 0,68; ∇ — f− = 0,3,  
f+ = 0,36; • — f− = 0,36, f+  = 0,68

Fig. 2. �The velocity profiles of the quaspherical elements 
in the cross section at height z = D from the 
discharge aperture: ○ — f− = 0,218, f+ = 0,36;  
□ — f− = 0,268, f+ = 0,68; ∇ — f− = 0,3,  
f+ = 0,36; • — f− = 0,36, f+  = 0,68
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Более универсальное граничное условие по-
лучено нами из предположения [8], согласно 
которому для сыпучей среды справедливо обоб-
щенное правило, определяемое для осесиммет-
ричного случая системой дифференциальных 
уравнений:

где Wr, Wz — проекции абсолютной скорости;
γ — угол наклона алгебраически большего 

главного напряжения к оси r, γ = π/4 + 
+ δ+/2 [8].

После ряда преобразований [3] можно полу-
чить выражение, связывающее угол внешнего 
трения δ− с производными проекций скорости 
на стенках бункера

из которого следует зависимость для вихревой 
функции на стенке бункера

,

где δ– — угол внешнего трения. 
Остальные граничные условия аналогичны 

граничным условиям, рассмотренным выше. Ре-
зультаты расчетов с использованием универсаль-
ного граничного условия для вихревой функции 
сопоставлены (рис. 4) с экспериментальными 
данными, полученными в бункере с централь-
ным разгрузочным отверстием. 

Совпадение расчетных и экспериментальных 
данных удовлетворительное. Предложенный ме-
тод расчета может быть использован при проек-
тировании бункерных устройств осесимметрич-
ной формы с одним разгрузочным отверстием 
при движении в них дискретных или сыпучих 
сред.
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EEXPERIMENTAL AND ANALYTICAL STUDIES 
OF THE MOVEMENT OF HOGGED WOOD MATERIALS 
IN THE PARTS OF PNEUMATICS SYSTEMS

V.V. Lozovetskiy, A.A. Shadrin, M.V. Kokhreidze, S.A. Katkov
BMSTU (Mytishchi branch), 1st Institutskaya, 141005, Mytischi, Moscow reg., Russia

lozovetsky@mail.ru

There has been introduced a  model of hogged wood and its particle-based products bunkerage in a conical-
cylindrical hopper, the model being based on the conception of such fillings as some quasi-Newton liquid with an 
effective viscosity which depends on the physical and mechanical properties characteristic of this type of content. 
The equations describing their boundary conditions, taking into account the filling particle slippage  on the walls 
of the conical-cylindrical hopper. There have been proposed some universal boundary conditions based on the use 
of physical and mechanical properties of the backfill hogged wood and its particle-based products which allows 
to analytically describe the movement of granular materials in a  hopper with a single central dumping hole, 
which significantly reduces the cost of developing reliable systems to transport similar materials used in various 
technological processes. The experimental setup and the research techniques have been described. The experiments 
were carried out on some models of a hopper with a single central dumping hole, taking into account the  similarity 
theory criteria which allowed us to obtain data describing the impact of a hopper conical portion bevel angle, of  
the dumping hole diameter and physico-mechanical properties on the process of gravitational movement of hogged 
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wood and its particle-based products. There has been found the dependence for the rate of wood particles slipping 
inside the parts of a pneumatic hopper, as well as the change in the particle speed during  the filling process on the 
axis and the walls of the hopper model at the inlet and outlet boundaries. The results of the calculated processes 
occurring in the pneumatic transportation system under study with the use of these universal boundary conditions 
for the vortex functions and the obtained experimental results are in good conformity with each other, which allows 
to make  comparative analysis of technical and economic efficiency of various design decisions.
Keywords: chipboard materials, qasi-Newton liquid, the coefficients of inner and external friction, the ratio of the 
apparent viscosity, the flow function, the vortex function
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