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Предложен способ гладкого сопряжения двух скрещивающихся прямых дугой кубической окружно-
сти, который служит теоретической базой конструирования оси лесовозной дороги на пересеченной 
местности. Проанализирована существующая методика отдельного проектирования плана и профиля 
оси дороги, которая предназначена для использования на относительно равнинной местности. Пока-
зано, что такой метод не обеспечивает возможности учета всего комплекса геометрических требова-
ний, предъявляемых к оси трассы на достаточно пересеченной местности или местности, состоящей 
из «карстовых» областей (болот, водоемов, заповедных лесных массивов с ценными или редкими 
породами деревьев). К таким же исключениям относятся дороги в гористой местности, проектируе-
мые в виде серпантинов. Представлен расчет геометрических параметров составляющих оси трассы 
как дуг пространственной кривой минимального, т. е. третьего порядка. Отмечено, что кривая должна 
быть циркулярной, как обладающая свойством плавного изменения значений первых и вторых произ-
водных (угловых коэффициентов касательных, радиусов кругов кривизны вдоль дуги кривой).
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Для достижения максимальной рентабель-
ности лесопромышленного предприятия 

важное значение имеет эффективно органи-
зованная поставка заготовленной древесины 
к местам ее первичной переработки [1–3] .  
Более 80 % заготовленной древесины выво-
зится автомобильным транспортом. Составля-
ющими любого вида транспорта являются путь 
и подвижной состав. Вследствие распада СССР 
существенно сократилось поступление в лесо-
заготовительную отрасль автомобилей МАЗ 
(Беларусь) и КрАЗ (Украина), которые служи-
ли основой лесотранспортного парка СССР  
в конце XX в.

Автопарк лесного комплекса Российской 
Федерации успешно пополняется отечествен-
ными автомобилями КамАЗ и Урал, которые 
хорошо зарекомендовали себя на вывозке дре-
весины из леса. Таким образом, проблема об-
новления парка подвижного состава в лесной 
отрасли страны достаточно успешно решается.  

Что касается развития сети автотранспортных 
путей в лесах России, здесь если и наблюдается  
некоторый прогресс, он носит преимуще-
ственно количественный, а не качественный 
характер. Объем дорожного строительства в 
лесных массивах растет, хотя, на наш взгляд, 
недостаточно высокими темпами. Плотность 
сети лесных автодорог в России по-прежнему 
невысокая и не превышает 1,5 км на 1000 га 
площади лесов. Рекомендуемое значение это-
го показателя составляет 10…12 км/1000 га 
[4–6], и это дает основание полагать, что для 
преодоления дефицита дорог в лесах страны 
потребуется еще немало времени.

Вопросы качественного преобразования до-
рожной сети в лесах связаны с применением 
высококачественных дорожно-строительных 
материалов, совершенствованием применяемых 
дорожных конструкций, а также модернизацией 
методов проектирования лесных автодорог. 
Последний аспект является важным, посколь-
ку в настоящее время лесные дороги проек-
тируются «по старинке», т. е. трасса дороги  
в плане обычно представляет собой гладкий  
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обвод, т. е. комбинацию отрезков прямых ли-
ний, сопрягаемых дугами окружностей и изред-
ка переходных кривых. Так же конструируется 
проектная линия продольного профиля дороги, 
однако при этом радиусы сопрягающих верти-
кальных окружностей существенно больше го-
ризонтальных. Данный метод проектирования 
лесных дорог преподается студентам, обуча-
ющимся по направлению подготовки 35.03.02 
«Технология лесозаготовительных и деревоо-
брабатывающих производств» направленности 
«Лесоинженерное дело» в курсе «Сухопутный 
транспорт леса».

Принципы проектирования автомобиль-
ных дорог общего пользования претерпели  
в 2000–2020-е годы существенные изменения.  
В частности, при проектировании продольно-
го профиля прямолинейные участки состав-
ляют минимум протяженности пути или от-
сутствуют. Их заменяют дугами окружностей 
большого радиуса. Такие приемы обеспечива-
ют лучшую видимость на трассе, вследствие 
чего возрастает скорость движения при одно-
временном повышении безопасности и ком-
форта дорожного движения. В связи с этим 
актуальность приобрело применение этих 
приемов при проектировании лесных автодо-
рог. Очевидно, что внедрять инновационные 
методы проектирования лесных автодорог 
следует так же, как это делается в специали-
зированных проектных организациях, проек-
тирующих сети и отдельные участки лесных 
автодорог, в том числе в учебный процесс 
лесных вузов.

Этот тезис попытаемся обосновать на пред-
варительных результатах работы на кафедре 
«Транспортно-технологические средства и обо-
рудование лесного комплекса», организованной 
в 2018 г. путем объединения кафедр «Колесные 
и гусеничные машины» и «Начертательная ге-
ометрия и черчение». На этой кафедре наряду 
с профилирующими предметами студентам 
преподают общеобразовательные дисциплины, 
в частности начертательную геометрию, инже-
нерную графику, начертательную геометрию и 
инженерную графику, компьютерную графику 
[7–9]. В целях формирования общепрофесси-
ональных компетенций студентов необходимо 
исключить «механическое» объединение ка-
федр без взаимопроникновения их дисциплин 
и методик преподавания. В связи с этим акту-
альность приобретает задача обеспечения их 
органической взаимосвязи путем поиска общих 
целей и методов их решения.

Цель изучения любой дисциплины в выс-
шем учебном заведении состоит в получении 
компетенций, заявленных в рабочей программе 

дисциплины. Например, в рабочей программе 
дисциплины «Начертательная геометрия и ин-
женерная графика» по упоминавшемуся выше 
направлению подготовки 35.03.02 «Технология 
лесозаготовительных и деревообрабатывающих 
производств» наряду с прочими предусматри-
вается получение обучающимися следующей 
общепрофессиональной компетенции: «… спо-
собен решать типовые задачи профессиональ-
ной деятельности на основе знаний основных 
законов математических и естественных наук». 
[10–18].

Цель работы

Цель работы — разработка инновационного 
метода построения оси лесной автодороги на 
пересеченной местности за счет сопряжения 
прямолинейных участков пути дугами кубиче-
ских окружностей.

Объекты и методы исследования

Конструкция лесовозной дороги как инже-
нерного сооружения характеризуется тремя 
проекциями на плоскость:

1) горизонтальную  — это план дороги  
(горизонтальная проекция обвода);

2) вертикальную плоскость, проходящую 
через геометрическую ось дороги, — продоль-
ный профиль (проекция оси трассы на гори-
зонтально проецирующую цилиндрическую 
поверхность, направляющей которой является 
план дороги);

3) вертикальную плоскость, перпендикуляр-
ную геометрической оси дороги, — попереч-
ный профиль [19–21].

Стыковые точки плана, как правило, не со-
впадают со стыковыми точками профиля, и в 
итоге число конечных точек обвода равно сум-
ме стыковых точек плана и профиля. Этого не-
достатка можно избежать при проектировании 
одномерных обводов в проекционной связи, 
т. е. имея проекции конструируемой кривой.

Построению кратчайших дорог, состоящих 
из прямолинейных участков, препятствуют 
складки рельефа местности, водные преграды, 
глубокие овраги, болота и другие препятствия. 
Для таких обходов при камеральном трасси-
ровании или во время изысканий назначают 
углы поворота. Обеспечение безопасности 
движения на углах поворота достигается вы-
бором значения радиуса закругления оси пути 
и использованием переходных кривых, гладко 
сопрягающих прямолинейные участки пути, 
т. е. имеющих переменный радиус кривизны 
[22–29].
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Результаты и обсуждение

Дорожное полотно чаще всего не может 
быть проложено по естественному рельефу 
местности. В таких случаях необходимо ис-
кусственно поднимать или опускать его отно-
сительно земной поверхности. Для этого про-
ектируют земляное полотно в виде сочетания 
насыпей и выемок с обеспечением баланса 
объема земляных работ. При проектировании 
лесовозной дороги отдельно проектируют ее 
план. Изображения деталей конструкции земля-
ного полотна (насыпи и выемки, мосты, трубы, 
каналы, подпорные стенки и другие специаль-
ные инженерные сооружения) конструируют и 
рассчитывают только для отдельных участков 
дороги. В этом случае необходимо запроекти-
ровать специальные работы по борьбе с ополз-
нями, отводу воды от дороги и т. п. В обычных 
условиях составляют лишь план трассы дороги. 
Трасса дороги представляет собой линию, опре-
деляющую положение на местности или на кар-
те геометрической продольной оси дороги. Ось 
дороги расположена посередине поверхности, 
соединяющей бровки земляного полотна. Ось 
трассы проектируют как линию, расположен-
ную в пространстве. Она проходит на участках 
насыпей выше, а на участках выемок — ниже 
поверхности земли. 

При проектировании плана и продольного 
профиля трассы дороги размещение трассы 
дороги на местности решается комплексно и 
выполняется в несколько этапов:

– первый этап — решение технико-экономи-
ческой задачи оптимального размещения путей 
в лесосырьевой базе предприятия;

– второй этап — камеральное трассирование 
дороги на карте в горизонталях или на аэрокос-
мическом фотоснимке;

– третий этап — перенос камерально запро-
ектированной трассы в натуру.

Для обхода водоемов, болот, оврагов и дру-
гих препятствий при камеральном трассирова-
нии выполняют углы поворота. При трассиро-
вании углы поворота выполняют:

1) для примыкания к дорогам более высокой 
категории;

2) для лучшего охвата дорожной сетью спе-
лых насаждений;

3) выхода трассы на заданное направление;
4) обхода ситуационных препятствий, 
5) для развития трассы при преодолении 

высотных препятствий.
При трассировании в каждом углу поворота 

проводят разбивку кривых. Для этого вычис-
ляют основные элементы кривых: дорожные 
тангенсы Т1 – Т3, длину кривой К1 – К3, начало 
круговой кривой НКК, конец круговой кривой 
ККК, α1 – α3 – углы поворота, O1 – O3 — центры 
углов поворота, R1 – R3 — радиусы кривых,  
l — длина и направление (румб) прямой по из-
вестным из курса геодезии формулам (рис. 1).

В плане трассы основными являются следу-
ющие характеристики:

– длина дороги, равная сумме длин ее пря-
мых и кривых;

– нормальный и минимальный радиусы  
кривых;

– средний радиус;
– коэффициент развития (удлинения) трассы.
Показателем качества трассирования выступает  

коэффициент развития, который определяется 
отдельно для магистрали, веток и усов. Нормаль-
ный и минимальный радиусы круговых кривых 
принимают по нормам проектирования лесовоз-
ных дорог. Исходя из условий местности, только 
на трудных участках назначают минимальный 
радиус кривой с его обязательным обоснованием.

Рис. 1. Схема проектирования оси дороги
Fig. 1. Road Axis Design Diagram
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Продольный профиль наиболее полно  
характеризует путь, который вычерчивают 
по установленному образцу. Существует два 
вида проектной линии продольного профиля: 
обертывающая и секущая. На пересеченной 
местности может быть экономически выгод-
ным применение секущей проектной линии. 
В этом случае проектируют частичную срезку 
холмов или гряд с устройством выемок и ис-
пользованием полученного грунта для отсыпки 
соседних насыпей.

Поперечный профиль дает представление о 
конструкции и основных размерах земляного 
полотна. Основными параметрами земляного 
полотна, как известно, являются насыпь — 
земляное сооружение, искусственно поднятое 
над уровнем местности, и выемка — искус-
ственное понижение дороги по отношению  
к местности.

На сильно пересеченной местности при-
меняют метод сопряжения дугами парабол 
второго порядка (метод Антонова). Этот ме-
тод предполагает сначала эскизное построе-
ние проектной линии, а затем аппроксимацию 
ее дугами плоских кривых, расположенных в 
вертикальных плоскостях. Значения радиусов 
кривизны составляющих обвода и продольных 
уклонов подбирают таким образом, чтобы про-
ектная линия была наиболее плавной, и ее по-
ложение не приводило бы к излишним объемам 
земляных работ. Для подобранных элементов 
составляют таблицу продольного профиля с 
указанием уклона, вертикальной кривой и от-

меткой оси дороги. Этот метод предусматри-
вает соблюдение важного условия — в точках 
сопряжения составляющие должны иметь рав-
ные значения первых производных, т. е. равные 
уклоны.

В существующей практике проектирования 
осей дорог общего назначения, в частности 
лесовозных, в качестве сопрягающей кривой 
используется дуга окружности. У прямой 
кривизна равна 0, а у окружности — 1/R, где 
R — радиус сопрягающей окружности. В точке 
стыка происходит скачок кривизны, поэтому 
между прямолинейным участком и сопрягаю-
щей окружностью вставляется дуга переходной 
кривой, в качестве которой обычно используют 
клотоиду. Клотоида — это трансцендентная 
кривая, кривизна которой линейно изменяется 
от 0 до 1/R [22] (см. рис. 1). На закруглениях 
небольшого радиуса и незначительными ско-
ростями движения в качестве переходной кри-
вой используют дугу лемнискаты Бернулли, у 
которой кривизна изменяется по нелинейному 
закону [30, 31].

В начертательной геометрии лемниската 
Бернулли получается как сечение l поверхности 
открытого тора плоскостью γ, каcающейся его 
горловой окружности g (рис. 2).

В общем случае линиями пересечения по-
верхности тора плоскостями, параллельными 
его оси, являются кривые Персея, названные 
по имени греческого геометра Персея. Еще их 
называют спирическими линиями (в переводе 
с латинского: spira — тор).

Рис. 2. Лемниската Бернулли
Fig. 2. Bernoulli’s lemniscate
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Пусть эта поверхность образована вращени-
ем окружности l вокруг оси Oz, которая описы-
вается уравнением

Здесь (a; 0) — координаты центра окружно-
сти, r — ее радиус. Окружность l и ось Oz ин-
цидентны одной плоскости. В уравнении обра-
зующей координату z оставим без изменения, 
а абсциссу заменим на выражение  
Тогда получим уравнение

После упрощения имеем уравнение вида

Возведем обе части последнего уравнения в 
квадрат и получим исходное уравнение поверх-
ности в декартовой системе координат:

(x2 + y2 + z2 + a2 – r2)2 = 4a2(x2 + y2).
Это — уравнение четвертой степени, поэто-

му поверхность горизонтальной, фронтальной 
и профильной плоскостями уровня пересекает-
ся по кривым четвертого порядка. Таким обра-
зом, характерны формы кривых Персея в виде 
открытого, замкнутого и самопересекающегося 
тора.

Кривые Персея могут быть получены также 
планиметрическими способами. Один из этих 
способов определяет такие кривые как геоме-
трическое место точек M, удовлетворяющих 
условию

где F и F1 — фиксированные точки; 
O — точка, являющаяся серединой отрезка 

FF1; 
c и c1 — постоянные.
Овалы Кассини являются частным случаем 

кривых Персея, когда c = 0. Тогда имеем усло-
вие . Овалы Кассини явля-
ются алгебраическими линиями 4-го порядка, 
симметричны относительно координатных осей.

Как известно, лемниската Бернулли пред-
ставляет собой частный случай овалов Касси-
ни и служит геометрическим местом точек M, 
произведение расстояний каждой из которых от 
двух фиксированных точек F и F1 есть постоян-
ная величина. Эта постоянная может выражать-
ся любым положительным числом, определя-
емым квадратом половины расстояния между 
фиксированными точками. Располагая фикси-
рованные точки (фокусы лемнискаты) F и F1  

на оси абсцисс и обозначая их абсциссы буква-
ми a и –a, имеем равенство MF ∙ MF1 = a2, т. е. 

 
или (x2 + y2)2 – 2a2(x2 – y2) = 0.

Из уравнения лемнискаты ρ2 = 2a2cos2φ в 
полярных координатах видно, что эта кривая, 
будучи членом семейства овалов Кассини, от-
носится и к семейству синусоидальных спи-
ралей, представляя спираль с индексом m = 2. 
Из свойств синусоидальных спиралей следует, 
что лемниската Бернулли состоит из двух ле-
пестков. Начало координат является для нее 
двойной точкой с перпендикулярными каса-
тельными y = ±x. Из этих уравнений следует, 
что касательные в двойной точке взаимно пер-
пендикулярны. Радиус кривизны лемнискаты 
в произвольной ее точке в 3 раза меньше по-
лярной нормали в этой точке. Отсюда вытекает 
простой способ построения центра кривизны в 
произвольной точке лемнискаты. Это позволяет 
использовать лемнискату Бернулли в качестве 
переходной кривой на закруглениях малого 
радиуса между прямой (касательной в двойной 
точке) и дугой окружности. (рис. 3).

Рассмотрим сопряжение двух прямолиней-
ных участков a, b дороги, представляющих 
собой две скрещивающиеся прямые, дугами 
окружностей ,  (рис. 4).

Изображение в двух проекциях оси дороги 
на рис. 4 демонстрирует сопряжение дугой 
окружности m. На участке 1–2 горизонталь-
ная проекция — отрезок, фронтальная — дуга 
окружности, поэтому в трехмерном простран-
стве она будет дугой кривой второго порядка. 
На участке 2–3 обе проекции представляют со-
бой дуги окружности, поэтому в пространстве 
имеем дугу пространственной кривой четвер-
того порядка. На участке 3–4 горизонтальная 
проекция — дуга окружности, фронтальная  — 
отрезок. В этом случае в пространстве имеем 
дугу кривой второго порядка. Таким образом, 
упрощение алгоритмов сопряжения отдельно  
на проекциях приведет, как следствие, к ус-
ложнению параметров (количество составля-
ющих, их порядок, условия стыковки) кон-
струируемой кривой в целом. В связи с этим 
актуальность приобретает задача упрощения 
характеристик конструируемой линии. Один 
из подходов к ее решению состоит в разработке 
способа конструирования не ее проекций (!),  
а самой пространственной кривой в целом в 
виде линии пересечения двух определенным 
образом выбранных поверхностей с расчетны-
ми дифференциальными характеристиками. 
Такой способ обеспечивает получение состав-
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ляющей минимально возможного порядка.  
Однако недостатком этого способа можно на-
звать сложность алгоритма конструирования.

Предлагаемый в настоящей работе способ 
конструирования оси дороги основан на сопря-
жении двух скрещивающихся прямых дугой ку-
бической окружности. Кубическая окружность, 
как известно, является простейшей циркуляр-
ной пространственной кривой минимально воз-
можного порядка. Циркулярные кривые облада-
ют замечательным свойством: кривизна такой 
кривой по длине дуги изменяется монотонно, 
поэтому такие кривые используют в качестве 
переходной линии при сопряжении двух линий. 
[32, 33]. При этом в целях повышения гладкости 
сопряжения предлагается две скрещивающиеся 
прямые состыковать обводом из минимально-
го числа составляющих. Проецированием на 
плоскость проекций эту задачу решить невоз-
можно, поэтому рассмотрим вариант решения 
непосредственно в пространстве. Идеальным 
было бы сопряжение двух скрещивающихся 
прямых дугой одной кривой минимального по-
рядка, т. е. пространственной кривой третьего 
порядка. Самая простая из них — кубическая 
окружность. Она будет циркулярной и поэтому 
дополнительно обладает рядом метрических 
свойств. Из кривых второго порядка такой будет 
только окружность. Циркулярные — это алге-
браические кривые, проходящие через цикли-
ческие точки плоскости и обладающие совокуп-
ностью характерных метрических свойств по 
сравнению с нециркулярными кривыми данного 
порядка. Параметрическое число у циркулярной 
кривой на две единицы меньше, чем у нецир-
кулярной кривой того же порядка. Разность 

параметрических чисел нециркулярной и цир-
кулярной кривых приходятся на циклические 
точки. Циклические точки кривой могут быть 
также i-кратными. В этом случае параметри-
ческое число кривой будет на i(i + 1) меньше 
по сравнению с нециркулярной кривой того же 
порядка. Инцидентность циклическим точкам 
циркулярных кривых объясняет наличие у них 
дополнительных метрических свойств. Цикли-
ческие точки вместе с несобственной прямой 
составляют абсолют евклидовой плоскости. 
Как известно из проективной геометрии, ме-
трика соответствующей геометрии зависит от 
абсолюта. 

Алгебраические кривые кроме порядка и 
класса характеризуются жанром. Жанр (род) 
алгебраической кривой определяется числом p, 
являющимся разностью между наибольшим 

Рис. 3. Сопряжение прямой l и дуги окружности m дугой лемнискаты Бернулли
Fig. 3. Blending a straight line l and a circular arc m with a Bernoulli’s lemniscata arc

Рис. 4. Схема сопряжения двух скрещивающихся прямых 
a и b

Fig. 4. Pairing scheme  of two crossing lines a and b
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числом двойных точек, которые может иметь 
кривая данного порядка и их фактическим  
числом у данной кривой:

p = dT – d – r,

где dT — теоретически возможное число двой-
ных точек; 

d — фактическое число двойных точек  
(узловых и изолированных); 

r — фактическое число точек возврата. 
Жанр кривой порядка n определяют из урав-

нения

где n — порядок кривой; 
d — фактическое число двойных точек.
Таким образом, жанр кривых третьего по-

рядка может быть равен нулю или единице. 
Кривая нулевого жанра имеет максимальное 
количество двойных точек, поэтому она рацио-
нальная. Другими словами, координаты точки, 
инцидентной такой кривой, всегда могут быть 
выражены рациональной функцией некоторого 
параметра. Это свойство служит определяющим 
при выборе кривых для конструирования техни-
ческих форм, так как в силу их рациональности 
проще осуществлять расчет координат точек, 
угловых коэффициентов касательных, длин дуг 
и др. Кроме того, жанр кривой сохраняется при 
любых взаимно однозначных преобразованиях. 
При конструировании кривых требуемого жанра 
целесообразно использовать преобразования. 
Если циркулярные кривые будут еще и рацио-
нальными, то их метрические свойства предпоч-
тительны при конструировании динамических 
обводов. Кривые третьего порядка, как извест-
но, бывают рациональными и нерациональны-
ми. Предпочтением пользуются циркулярные 
рациональные кривые. Выбор таких кривых при 
конструировании позволяет существенно упро-
стить все вычисления в инженерных расчетах.

Любую пространственную кривую пред-
ставляют как полную линию пересечения двух 
поверхностей или часть их распавшейся линии 
пересечения. Все приведенные выше характе-
ристики кривых могут быть выражены через 
порядки пересекающихся поверхностей.

Пространственная кривая третьего поряд-
ка (нормкривая) получается как линия пере-
сечения двух поверхностей второго порядка, 
имеющих общую образующую. Положение 
линии относительно несобственной плоскости 
определяет ее вид. Она может быть гиперболой 
третьего порядка, параболической гиперболой, 
эллипсом третьего порядка и параболой третье-
го порядка. Частный случай эллипса – кубиче-

ская окружность, если две мнимые точки пере-
сечения эллипса с несобственной плоскостью 
принадлежат абсолюту пространства.

Кубическая окружность получается в ре-
зультате пересечения двух конических поверх-
ностей второго порядка в следующих случаях:

– если данные поверхности имеют одну об-
щую образующую;

– если сечения этих поверхностей однои-
менными плоскостями уровня есть окружно-
сти, т. е. направляющие конических поверхно-
стей принадлежат одной плоскости.

Пересечение двух квадрик с общей обра-
зующей AB решается графически на чертеже 
Монжа (рис. 5).

В рассматриваемой задаче сопряжения скре-
щивающихся прямых a и b с точками сопря-
жения A ∈ a, B ∈ b пространственной кривой 
третьего порядка (нормкривой трехмерного 
пространства) l3 фиксированы только четыре ус-
ловия и остаются неиспользованными еще два 
условия. Варьируя значениями двух свободных 
параметров, можно предложить простые при-
емы построения сопрягающей нормкривой l3.  
Например, из центра A ∈ l3 пространственная 
кривая третьего порядка l3 проецируется на го-
ризонтальную плоскость проекции в некоторую 
конику m2, а из центра 

B ∈ l3 в другую конику n2. Пусть точки M, N 
и K будут горизонтальными следами соответ-
ствующих прямых AB, a и b. Через точки M и 
N проведем окружность с центром на перпен-
дикуляре к прямой MK в точке M, а через точки 
M и K — окружность с центром на перпенди-
куляре к прямой MN в точке M.

Полученные таким образом окружности m2 
и n2 представляют собой центральные проек-
ции нормкривой l3, проходящей через точки A 
и B. Конические поверхности Γ(А, т) и Σ(B, n)  
несут на себе кривую l3, а прямые a и b явля-
ются общими касательными этих поверхно-
стей. Конические поверхности Γ(А, т) и Σ(B, n)  
имеют общую образующую AB, поэтому про-
странственная кривая четвертого порядка рас-
падается на прямую AB и на пространственную 
кривую третьего порядка l3.

Для аналитического решения данной задачи 
можно воспользоваться следующими уравнени-
ями конических поверхностей Γ(А, т) и Σ(B, n):
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где A(xA; yA; zA) — координаты точки A; 
B(xB; yB; zB) — координаты точки B; 
O(x0; y0; 0), R0 — координаты центра и ради-

ус направляющей окружности m;
O′(x0; y0; O′), R′0 — координаты центра и 

радиус направляющей окружности n.
Кубическая окружность представляет собой 

пространственную циркулярную кривую мини-
мально возможного порядка, поэтому составля-
ющие обвода получаются как дуги линий пере-
сечения двух конических поверхностей второго 
порядка с одной общей образующей, несущих 
в горизонтальных плоскостях уровня каркас 

окружностей. Касательные поверхности второ-
го порядка должны проходить через точки со-
пряжения заданных в трехмерном пространстве 
двух скрещивающихся прямых. Необходимое 
условие получения такого обвода заключается 
в принадлежности скрещивающихся прямых 
линии пересечения касательных плоскостей, 
проведенных через точки сопряжения к кон-
струируемым поверхностям второго порядка. 
Достаточным условием задания составляю-
щей обвода должна быть ее непрерывность в 
евклидовом пространстве в интервале точек 
сопряжения и отсутствие особых точек [34, 35].

Рис. 5. Схема сопряжения двух скрещивающихся прямых дугой куби-
ческой окружности на чертеже Монжа

Fig. 5. Pairing scheme of two crossing straight arcs by a cubic circle in the 
Monge drawing
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Выводы
Предложенный способ сопряжения двух 

скрещивающихся прямых дугой одной куби-
ческой окружности можно признать оптималь-
ным, поскольку такая дуга представляет собой 
циркулярную кривую минимально возможного 
порядка. Особенность этой кривой дополняется 
рядом метрических свойств вследствие инци-
дентности абсолюту евклидового пространства 
и отсутствия особых точек. Такой подход, по 
мнению авторов, должен обеспечить получение 
качественных параметров конструируемой оси 
дороги на пересеченной местности.

Внедрение данного метода в учебный про-
цесс будет способствовать формированию у 
обучающихся планируемых результатов ос-
воения образовательной программы по раз-
делам курсов «Начертательная геометрия» и 
«Сухопутный транспорт леса» на примерах 
построения осей лесных дорог как гладких 
пространственных одномерных обводов.
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GEOMETRIC DESIGN SUPPORT OF BASELINES IN ROUGH TERRAIN
I.M. Dmitrieva1, G.S. Ivanov1, V.V. Nikitin2

1BMSTU, 5, Block 1, 2nd Baumanskaya st., 105005, Moscow, Russia
2BMSTU (Mytishchi branch), 1, 1st Institutskaya st., 141005, Mytishchi, Moscow reg., Russia

idmitrieva@bmstu.ru
The article presents a method for smooth conjugation of two crossing straight lines with an arc of a cubic 
circle, which serves as a theoretical base for designing the axis of a timber road on rough terrain. The existing 
method of separate design of the road axis plan and profile, which is intended for use on relatively flat terrain, 
has been analyzed. It has been shown that this method does not provide the possibility of taking into account 
the entire set of geometric requirements for the axis of the route in sufficiently rugged terrain or terrain 
consisting of karstlands (swamps, water sources, protected forest areas with valuable or rare tree species). The 
same exceptions include roads in mountainous areas designed as highway spirals. Therefore, the calculation 
of geometric parameters of the baselines components as arcs of the spatial curve of the minimum, i.e. third 
order, is presented. It is noted that the curve should be circular, as having the property of smoothly changing 
the values of the first and second derivatives (angular coefficients of tangents, radii of circles of curvature 
along the arc of the curve).
Keywords: baseline, projections, geometry, one-dimensional bypass, skew curve, normal curve, tangent, 
circle of curvature, Bernoulli’s lemniscata
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