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Разработан алгоритм кластеризации данных, представленных лингвистическими Z-числами. Обе компо-
ненты чисел (оценки объектов и их достоверность) являются значениями лингвистических переменных. 
Кластеризация информации осуществлялась на основе нечетких эталонных высказываний о важности 
характеристик объектов, формализованных на основе лингвистических переменных. Оценки объектов и 
нечеткие эталонные высказывания использованы для определения нечетких рейтинговых оценок степени 
принадлежности объектов к кластерам. Разработанный в статье алгоритм улучшает алгоритм кластериза-
ции, представленный автором ранее, поскольку сохраняет больше исходной информации из-за нового под-
хода к формализации данных и уменьшает нечеткость рейтинговых оценок объектов, тем самым уменьшая 
риски ошибок в задачах поддержки принятия решений.
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Кластерный анализ является неотъемлемой 
частью аппарата обработки нечеткой инфор-

мации (информации с нечеткими данными). Для 
формализации такой информации разработаны 
различные методы, в основе которых лежит по-
нятие лингвистической переменной [1–6].

Одним из первых алгоритмов кластерного 
анализа нечетких данных был алгоритм нечеткой 
кластеризации c-средних (c-means) [7]. Этот алго-
ритм широко известен, часто используется и пери-
одически улучшается, в том числе, в комбинации с 
другими алгоритмами. Так, например, в работе [8]  
этот алгоритм представлен в комбинации с ге-
нетическим алгоритмом, а в работах [9, 10] —  
улучшен в результате минимизации целевой 
функции с использованием алгоритма оптими-
зации роя частиц [11]. Новейшие модификации 
алгоритма нечеткой кластеризации c-средних 
представлены в работах [12, 13]. 

Для кластеризации нечетких данных разрабо-
таны алгоритмы на основе транзитивных нечет-
ких отношений [14–20]. 

После определения Z-числа в 2011 г. профес-
сором Лотфи Заде [21] и появления возможности 
учета достоверности информации с нечеткими 
данными, существующие алгоритмы кластери-
зации оказались непригодными для работы в 
новых условиях, поэтому возникла объектив-
ная необходимость в разработке алгоритмов  

кластерного анализа Z-информации (информации 
с Z-числами).

В работе [22] представлен алгоритм нечеткой 
кластеризации, который объединяет преобра-
зование Z-чисел в нечеткие числа и алгоритм 
нечеткой кластеризации c-средних. В работе [23] 
разработан алгоритм кластеризации Z-информа-
ции на основе системы нечетких правил вывода, 
а в работе [24] — на основе нечетких множеств 
второго типа. В работе [25] разработан кластер-
ный алгоритм Z-информации на основе бинарных 
нечетких отношений, а в работе [26] — алгоритм 
на основе системы нечетких высказываний о при-
надлежности объектов к каждому из кластеров.  
В работе [26] нечеткие высказывания представле-
ны в виде значений лингвистической переменной, 
а оценки объектов — в виде Z-чисел, которые 
трансформируются в агрегирующие интервалы 
для последующего кластерного анализа. В свя-
зи с этим возникает вопрос исключения потери 
информации в результате такой трансформации 
и необходимости разработки алгоритма, позволя-
ющего этого избежать.

Цель работы
Цель работы — разработка алгоритма кластер-

ного анализа Z-информации на основе эталонной 
системы нечетких определений принадлежности, 
позволяющего сохранить исходную информацию 
об объектах в процессе ее формализации и сни-
зить нечеткость конечных результатов.

_______________
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Основные понятия и определения
Лингвистической переменной называют си-

стему {X, T(X), U, V, S}, где X — название пере-
менной;  — терм-множество 
переменной X, т. е.  множество термов или назва-
ний лингвистических значений переменной X; 
V — синтаксическое правило, порождающее на-
звания значений лингвистической переменной X; 
S — семантическое правило, которое ставит в 
соответствие каждому терму из множества T(X) 
нечеткое подмножество универсального множе-
ства U [1]. 

Если множество U является подмножеством 
действительной прямой, то нечеткими формали-
зациями термов являются нечеткие числа. Функ-
ции принадлежности нечетких чисел, соответ-
ствующих термам лингвистической переменной, 
определяются четырьмя параметрами, если ис-
пользуется нечеткое T-число  
Первые два параметра представляют собой абс-
циссы левой и правой вершин верхнего основа-
ния трапеции, а последние два параметра — дли-
ны левого и правого крыльев трапеции. Функции 
принадлежности нечетких чисел, соответствую-
щих термам лингвистической переменной, опре-
деляются тремя параметрами, если используется 
треугольное нечеткое число  Пер-
вый параметр — это абсцисса вершины треуголь-
ника, а последние два параметра — длины его 
левого и правого крыльев.

В работе [6] приведено определение агрегиру-
ющего отрезка [c1, c2] для нечеткого числа 

 [23]:

Z-числом называется упорядоченная пара не-
четких чисел , где число  достовер-
ность (надежность) числа  [21]. 

Лингвистическим называется Z-число, компо-
ненты которого являются значениями лингвисти-
ческих переменных, т. е., если  являет-
ся лингвистическим Z-числом, то первое нечеткое 
число  равно одному из нечетких значений 

 некоторой лингвистической перемен-
ной X, а второе число  равно одному из нечетких 
значений  некоторой лингвистической 
переменной R. 

В работе [27] представлено определение агре-
гирующего отрезка [δ1, δ2] для Z-числа , 

   

Агрегирующие отрезки исходных Z-чисел ис-
пользованы в работе [26] для построения алгорит-
ма кластеризации.

Постановка задачи и ее решение
Предположим, что N объектов оцениваются в 

рамках характеристик X1, X2, …, Xk, при этом 
используются, соответственно, шкалы с уровнями 

 Для оценок объектов извест-
ны степени их достоверности, которые определе-
ны нечетко в рамках лингвистической шкалы с 
уровнями : R1 — «Не достоверно», 
R2 — «Не очень достоверно», R3  — «Достоверно», 
R4 — «Очень достоверно», R5 — «Абсолютно 
достоверно».

Для кластеризации объектов на основе полу-
ченных оценок характеристик X1, X2, …, Xk сфор-
мулирована эталонная система нечетких опреде-
лений принадлежности объектов к P кластерам. 
В основе этой системы лежат нечеткие высказы-
вания о важности характеристик объектов 

 для каждого из рассматриваемых кла-
стеров. Для нечетких высказываний о важности 
характеристик объектов  использована 
лингвистическая шкала с уровнями «Абсо- 
лютно не важна», «Больше не важна, чем важна», 
«Не очень важна», «Больше важна, чем не важна», 
«Важна», «Очень важна». 

Формализация всех используемых шкал для 
оценки объектов, достоверности этих оценок и 
важности характеристик выполнена на основе 
лингвистических переменных согласно методу 
работы [4].

Шкалы для оценки объектов в рамках харак-
теристик  соответственно с уровнями 

 формализованы с помощью 
лингвистических переменных со значениями 

Достоверность оценок объектов формализова-
на с помощью лингвистической переменной с 
термами : R1 — «Не достоверно», R2 — 
«Не очень достоверно», R3 — «Достоверно», R4 — 
«Очень достоверно», R5 — «Абсолютно достовер-
но» и соответствующими этим термам нечеткими 
числами   

  

С помощью прямого опроса экспертов форма-
лизована лингвистическая шкала для оценки важ-
ности характеристик с термами «Абсолютно не 
важна», «Больше не важна, чем важна», «Не очень 
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важна», «Больше важна, чем не важна», «Важна», 
«Очень важна», которым в соответствие постав-
лены нечеткие числа   

    
    
   Оценки объектов в рамках характеристик 

 формализованы с помощью лингвисти-
ческих Z-чисел  , 
обе компоненты которых являются значениями 
лингвистических переменных, описанных выше. 
П е р ва я  ком п о н е н т а   

 равна одному из нечетких чисел 
,  вт о р а я  ком п о н е н т а 

  равна одному 
из нечетких чисел .

Через   
обозначены нечеткие числа, которые формали-
зуют степени важности характеристик 

 для p-го кластера. Каждое из чисел 
  равно 

одному из чисел .
С помощью объединения оценок объектов и 

степеней важности характеристик для каждого из 
кластеров получена информация по каждому из 
объектов в виде P совокупностей, каждая из ко-
торых соответствует определенному кластеру и 
состоит из k пар нечетких чисел (степени важно-
сти характеристик  для этого кластера) 
и Z-чисел (оценки объектов в рамках характери-
стик  с их достоверностью):

Агрегирующие отрезки , 
 для нечетких чисел 

  определе-
ны на основе работы [6] следующим образом:

   

Агрегирующие отрезки  
 для нечетких чисел 

   определены 
аналогично:

Оценка для n-го объекта в рамках характери-
стики  определена в виде нечеткого 
числа

Рейтинговая оценка для n-го объекта в рамках 
характеристик  определена в виде не-
четкого числа

Рейтинговая оценка принадлежности n-го объ-
екта к p-му кластеру (в соответствии с эталонной 
системой нечетких определений) определена в 
виде нечеткого числа 

Объект с индексом l признан типичным 
представителем кластера с индексом p, если 

 — функция принадлеж-
ности  . Степени принадлежности 

 других объектов к p-му 
кластеру найдены следующим образом:

При определении рейтинговых оценок объ-
ектов, а также рейтинговых оценок принадлеж-
ности объектов к кластерам сохраняется больше 
исходной информации по сравнению с алгорит-
мом, представленным в работе [26], поскольку  
при формализации информации происходит 
трансформация Z-чисел не в отрезки, а в нечет-
кие числа на основе нечетких оценок объектов. 

Пример. В работе [26] приведен пример, ре-
зультаты которого сравним с результатами класте-
ризации по разработанному в настоящей статье 
алгоритму. 

Рассмотрим три характеристики X1, X2, X3, 
оцениваемые у трех объектов в рамках шкал со-
ответственно с уровнями:  

X11, X12, X13, X21, X22, X23, X24, X31, X32, X33,
которые формализованы с помощью следующих 
нечетких чисел: 
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Оценки объектов получены с определенными 
уровнями достоверности, которые определены в 
рамках лингвистической шкалы с уровнями 

 R1 — «Не достоверно», R2 — 
«Не очень достоверно», R3 — «Достоверно», 
R4 — «Очень достоверно», R5 — «Абсолютно 
достоверно». Уровням  в соответствие 
поставлены нечеткие числа  

  
 

Оценки объектов формализованы с помощью 
Z-чисел:

     

     

    Сформулированы эталонные высказывания о 
принадлежности объектов к трем кластерам: «X1 
очень важна, X2 важна, X3 больше важна, чем не 
важна», «X1 важна, X2 очень важна, X3 больше 
важна, чем не важна», «X1 больше важна, чем не 
важна, X2 не очень важна, X3 важна». 

Найдены рейтинговые оценки объектов в рам-
ках трех характеристик в соответствии с эталон-
ной системой нечетких определений принадлеж-
ности:

Исходя из полученных результатов, имеем 
степени принадлежности  
объектов к кластерам:

μ1(1) = 1; μ1(2) = 1; μ1(3) = 0,934; μ2(1) = 1; 
μ2(2) = 0,614; μ2(3) = 0,753; μ3(1) = 1; 
μ3(2) = 0,876; μ3(3) = 0,484.
В работе [26] с теми же исходными данными 

получены следующие результаты:

μ1(1) = 1; μ1(2) = 1; μ1(3) = 0,899; μ2(1) = 1; 
μ2(2) = 0,588; μ2(3) = 0,905; μ3(1) = 1; 
μ3(2) = 0,578; μ3(3) = 0,522.
Окончательные результаты кластерного ана-

лиза настоящей работы и работы [26] совпадают, 
но рейтинговые оценки объектов, имеют меньше 
нечеткости (нечеткие числа, формализующие 
оценки, имеют меньшие значения третьего и чет-
вертого параметров), а поэтому распознаются с 
меньшим риском ошибок, что играет существен-
ную роль при решении задач поддержки принятия 
решений.

Выводы
Алгоритмы кластеризации нечеткой инфор-

мации, поступающей для дальнейшего анализа с 
определенной степенью достоверности, актуаль-
ны и востребованы, но не разработаны в должной 
степени для решения задач поддержки принятия 
решений в нечеткой среде. 

Разработанный в статье алгоритм кластерного 
анализа Z-информации на основе эталонной систе-
мы нечетких определений принадлежности объ-
ектов к кластерам позволяет сохранить исходную 
информацию об объектах в процессе ее формали-
зации и снизить нечеткость конечных результатов. 

Для кластеризации оценки объектов форма-
лизованы в виде лингвистических Z-чисел, обе 
компоненты которых (сами оценки и степени их 
достоверности) являются значениями лингвисти-
ческих переменных. Эталонная система нечетких 
определений принадлежности также формали-
зована на основе лингвистической переменной. 
Формализации использованы для определения 
рейтинговых оценок принадлежности объек-
тов к кластерам, которые представлены в виде  
нечетких чисел.

Работа алгоритма показана на примере. Про-
веден сравнительный анализ полученных ре-
зультатов и результатов ранее разработанного 
алгоритма.

Представленный в статье алгоритм улучшает 
алгоритм кластеризации, представленный авто-
ром ранее, поскольку сохраняет больше исходной 
информации из-за нового подхода к формализа-
ции данных и уменьшает нечеткость рейтинговых 
оценок объектов, тем самым уменьшая риски 
ошибок в задачах поддержки принятия решений.
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Кластерный анализ Z-информации... Математическое моделирование

CLUSTER ANALYSIS OF Z-INFORMATION BASED  
ON A REFERENCE SYSTEM OF FUZZY IDENTIFICATION 
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The paper develops an algorithm for clustering Z-information based on reference fuzzy identification of objects 
belonging to clusters. The information is represented by linguistic Z-numbers, both components of which (object 
evaluation and their validity) are values of linguistic variables. Reference fuzzy identification of affiliation is 
based on information about the importance of the characteristics assessed by objects, formalized on the basis of a 
linguistic variable. The object evaluation and fuzzy reference identification were used to determine fuzzy rankings 
of the degree to which objects belong to clusters. The algorithm developed in the article improves the clustering 
algorithm presented by the author earlier, since it preserves more initial information due to a new approach to data 
formalization and reduces the fuzziness of rating objects, thereby reducing the risks of errors in decision support 
tasks.
Keywords: Z-information, clustering algorithm, rating estimate, linguistic variable
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