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Рассмотрен вопрос, возникающий в процессе анализа физических систем. Приведено математическое опи-
сание состояний изучаемых объектов и процессов измерений их выходных параметров в процессе функци-
онирования, заключающееся в установлении соответствующих математических моделей состояний, оцени-
вании состояний и параметрической идентификации динамических систем на выбранных математических 
моделях по результатам измерений, получаемых в процессе испытаний и экспериментов. Установлены 
формы математических моделей состояний, математических моделей процессов измерений для идентифи-
кации параметров и оценивание состояний динамических систем, и сводится к определению состояний и 
неизвестных параметров заданных моделей. Определены оценки неизвестных параметров путем установ-
ления оптимального соответствия выбранной формы математической модели, составляющей глубину ее 
формализации, и параметров этой модели имеющимся априорным данным и результатам измерений. При-
ведено доказательство сформулированного утверждения для случая нелинейной модели состояний. Разра-
ботана математическая модель состояний динамической системы и модель измерений, представлена связь 
уравнений состояний и измерений в наиболее общем случае, заданная в виде аддитивной смеси полезного 
сигнала, описываемого нелинейным уравнением измерений и случайной помехи. Представлены исследо-
вания свойств моделей состояний и измерений с применением гауссовской и марковской аппроксимации. 
Рассмотрено последующее использование получаемых оценок состояний параметров динамических си-
стем на моделях, являющихся адекватными реальным системам и процессам измерений и приведение их к 
условиям статистической однородности.
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Математическое описание состояний изуча-
емых объектов и процессов измерений их 

выходных параметров в процессе функционирова-
ния является одним из важнейших вопросов, воз-
никающих в процессе анализа физических систем. 
Такое изучение заключается в установлении соот-
ветствующих математических моделей состояний, 
оценивании состояний и параметрической иденти-
фикации динамических систем на выбранных мате-
матических моделях по результатам измерений, по-
лучаемых в процессе испытаний и экспериментов.

Идентификация параметров и оценивание 
состояний динамических систем обычно пред-
полагает, что выбраны определенные формы ма-
тематических моделей состояний, математиче-
ских моделей процессов измерений, и сводится 
к определению состояний и неизвестных пара-
метров заданных моделей. Оценки неизвестных 
параметров определяются путем установления 
оптимального соответствия выбранной формы 
математической модели, определяющей глубину 

ее формализации, и параметров такой модели 
имеющимся априорным данным и результатам 
измерений. При этом всякий раз приходится учи-
тывать то, что для выбранной математической 
модели можно определить оптимальные оценки 
параметров, однако это не является гарантией их 
пригодности в случаях, когда модель неверна.

Традиционно формализация моделей состоя-
ний динамических систем и процессов измерений 
их выходных параметров, которые бы в наиболь-
шей степени позволяли учитывать возможные 
возмущающие факторы, предпринималась при 
углублении степени формализации используемых 
математических моделей за счет расширения их 
вектора параметров. Это в ряде случаев привело 
к противоположному эффекту, когда была утеряна 
практическая возможность решения задач параме-
трической идентификации динамических систем 
и оценивания их состояний. Основные причины 
такого противоречия связаны прежде всего с на-
рушением фундаментальных свойств наблюдае-
мости [1] используемых моделей при увеличении 
размерности вектора оцениваемых параметров.

_______________
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Цель работы
Цель работы — описание математически-

ми методами состояния изучаемых объектов и 
процессов измерений, а также сопутствующих 
выходных параметров в процессе функциониро-
вания различных физических систем.

Материалы и методы
Разработка математических моделей со-

стояний и измерений. Разработка математи-
ческой модели состояний динамической системы. 
Известны попытки использования в задачах па-
раметрической идентификации реальных физи-
ческих систем, являющихся, по существу, систе-
мами бесконечной размерности, упрощенных 
моделей состояний и измерений, т. е. таких, ко-
торые заведомо содержат погрешности формали-
зации [2–5] и описывают лишь некоторую проек-
цию состояний реальных динамических систем 
или систем измерений. Однако известны возра-
жения, не позволяющие в достаточной степени 
обосновать широкое практическое применение 
имеющихся теоретических разработок в области 
задач оценивания состояний и идентификации 
параметров моделей состояний реальных дина-
мических систем и средств измерений. Такие воз-
ражения затрагивают в основном принимаемые 
допущения о параметрах законов распределения 
действующих возмущений в уравнениях состоя-
ний [2, 5, 6], случайных помех в уравнениях из-
мерений, а также процедуры поиска оптимальных 
оценок параметров и состояний [4, 5].

В целях решения задач оценивания состояний 
и параметрической идентификации динамиче-
ских систем необходимо прежде всего решить 
принципиальный вопрос о возможности адекват-
ного описания реальных динамических систем 
математическими моделями конечной размерно-
сти. Здесь условие адекватного описания [7, 8] 
рассматривается в отношении интересующего 
вектора параметров и состояний ограниченной 
размерности. В связи с этим целесообразно рас-
смотреть следующее.

Всякая динамическая система, представ-
ленная в пространстве состояний бесконечной 
размерности, может быть адекватно описана 
относительно вектора фазовых координат ко-
нечной размерности математической моделью 
состояний, содержащей векторную марковскую 
составляющую формирующего шума.

Доказательство сформулированного утвержде-
ния приведено ниже для случая нелинейной мо-
дели состояний.

Пусть реальная нелинейная динамическая си-
стема описывается с точностью до векторного 
формирующего шума ω(t), имеющего нулевое 

среднее E{ω(t)} = 0 и коррелированную матрицу 
интенсивностей — δ

математической моделью вида

           
(1)

где f[∙] — векторная функция; 
x(t) — вектор фазовых координат в фазовом 

пространстве  бесконечной размерности; 
g[∙] — матрица интенсивностей формирую-

щего шума.
Представив уравнение (1) в виде

можно выделить ту часть уравнений состояний, 
которая является моделью конечной размерности 
и адекватно описывает вектор параметров и со-
стояний :

Поскольку векторная функция f1[x(t), t] вклю-
чает в себя полный вектор параметров и состоя-
ний , то может быть преобразована к виду

               (2)

Разложение этой функции в ряд Маклорена [9, 10]  
относительно вектора имеет вид

Для суммы членов разложения начиная со 
второго можно записать

  (3)

что позволяет выделить высокочастотную состав-
ляющую g*[x1(t), t]∙ω(t) формирующего шума:

 (4)

для которой первый статистический момент  
имеет вид , а векторная 
составляющая u(t) является медленно изменяю- 
щимся марковским формирующим шумом.
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С учетом соотношения (3) и выражения (4) 
модель (2) можно представить в виде

где функция f[x1(t), 0, t] не зависит от вектора x2(t) 
и поэтому справедливо следующее равенство:

f[x1(t), 0, t] = f[x1(t), t].

С учетом этого равенства уравнение модели 
состояний нелинейной динамической системы, 
адекватной реальной нелинейной динамической 
системе на векторе параметров и состояний ко-
нечной размерности , можно предста-
вить в виде

   (5)

что доказывает справедливость этого утвержде-
ния для нелинейных динамических систем.

Уравнение (5) для описания вектора  
фазовых координат  нелинейной дина-
мической системы можно отождествить с дина-
мической системой конечной размерности

            (6)

полагая, что вектор параметров и состояний x(t) 
математической модели эквивалентен вектору 
x1(t) фазовых координат реальной динамической 
системы, а вектор u(t) является медленно изме-
няющейся марковской составляющей с априорно 
неизвестными параметрами распределения.

Описание изучаемых объектов и процессов 
их функционирования математическими моде-
лями с последующим решением задач оцени-
вания состояний и идентификации параметров 
таких моделей по результатам измерений, полу-
чаемых в процессе испытаний и экспериментов, 
основывается на том, что оценки неизвестных 
параметров определяются путем установления 
оптимального соответствия выбранной формы 
математической модели, определяющей глубину 
ее формализации, и параметров такой модели 
имеющимся априорными данными и результатам 
измерений.

Понятие оптимальности предполагает, что 
установлены свойства действующих в процессе 
функционирования динамической системы слу-
чайных возмущений, а также случайной помехи в 
результатах измерений ее выходных параметров, 
что приводит к необходимости исследовать свой-
ства указанных случайных факторов.

Разработка математических моделей  
измерений 

Нелинейная модель изменений. Связь уравне-
ний состояний и измерений в наиболее общем 
случае может быть задана в виде аддитивной 
смеси полезного сигнала, описываемого нели-
нейным уравнением измерений, и случайной 
помехи

y(t) = h[x(t), t] + v(t),                (7)

где h[∙] — векторная функция измерений; 
v(t) — δ-коррелированная нормально распреде-

ленная случайная векторная помеха с нуле-
вым средним E{v(t)} = 0 и матрицей кова-
риаций  .

Дальнейшие преобразования уравнения (7) 
связаны с представлением уравнения нелинейных 
измерений на уровне рассматриваемых конеч-
номерных математических моделей состояний 
динамических систем, когда

y(t) = h[x1(t), x2(t), t] + v(t),            (8)

где x1(t) и x2(t) имеют тот же смысл, что и в урав-
нении (5). 

Разложение векторной функции h[∙]в ряд Ма-
клорена относительно вектора {x1(t), 0} позволяет 
получить выражение

    (9)

Для суммы членов разложения ряда Маклоре-
на, начиная со второго, можно записать

   (10)

что позволяет выделить высокочастотную зашум-
ляющую составляющую

        (11)

для которой первый статистический момент 
E{v*(t)} = 0, а векторная переменная ξ(t) является 
медленно меняющейся марковской составляющей 
случайной помехи в измерениях с априорно неиз-
вестными параметрами распределения.

С учетом соотношений (10) и (11) уравнение (8)  
можно преобразовать к виду
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       (12)

Поскольку функция h[x1(t), 0, t] не зависит от 
вектора x2(t), то справедливо следующее равенство

h[x1(t), 0, t] = h[x1(t), t].

Нелинейную модель измерений, адекватную 
реальному процессу измерений на векторе пара-
метров и состояний конечной размерности 

, можно записать в виде

          (13)

что доказывает справедливость утверждения для 
нелинейных моделей измерений выходных пара-
метров бесконечномерных динамических систем.

Исследование свойств моделей состояний и 
измерений. Применимость гауссовской и марков-
ской аппроксимации. Рассмотрим ситуацию, когда 
поведение динамических систем описывается с 
помощью переменных состояния (фазовых ко-
ординат) дифференциальных уравнений первого 
порядка относительно этих переменных. Учиты-
вая, что реальная динамическая система функцио-
нирует под воздействием случайных возмущений 
(и управляющих воздействий), помех и шумов, 
состояние системы в любой момент времени яв-
ляется случайным, т. е.

          (14)

где f[∙], g[∙] — детерминированные функции сво-
их аргументов; ω(t) — входной центрированный 
случайный процесс с конечным временем кор-
реляции.

Принятый в модели (14) динамической си-
стемы формирующий шум является, по своей 
сути, белым гауссовским случайным процессом, 
характерным для описания шумов электронных 
устройств, тепловых флуктуаций, космического 
излучения и т. п. [11]. Такие случайные процессы 
представляют собой суммарный эффект большого 
числа относительно малых импульсов, возника-
ющих в случайные моменты времени. На осно-
вании центральной предельной теоремы [10, 12]  
плотность распределения вероятностей этой сум-
мы неограниченно приближается к гаусосвской 
с увеличением числа слагаемых независимо от 
того, какие плотности вероятностей имеют от-
дельные слагаемые. Ссылка на то, что гауссов-
ский шум является белым, относится к интервалу 
автокорреляции, который принимается намного 
меньшим всех характерных постоянных времени 
рассматриваемой динамической системы [43], 
т. е. для белого шума функция автокорреляции 
определяется следующей зависимостью

Важнейшим свойством гауссовских распреде-
лений является то, что они сохраняют неизмен-
ность вида распределения при линейных преоб-
разованиях [14]. В связи с этим переход от 
бесконечномерных моделей состояния  
реальных динамических стохастических систем 
(14) к их конечномерному представлению 

 согласно изложенному выше для линей-
ных систем в виде

где 
      (15)

      (16)

или для модели состояний нелинейных систем 
в виде

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 1 1

*
1

,0, ,

, ,

x t f x t t b x t t u t

g x t t t

=   +   ⋅ +   
+   ⋅ ω 



где

   (17)

   (18)

не меняет вида закона распределения случайных 
процессов ω(t) и u(t) в уравнениях состояний, по-
скольку в соотношениях (15)–(18) использованы 
операции линейных преобразований.

В уравнениях (15)–(18) принято: x1(t) — вектор 
параметров и состояний, подлежащих изучению, 
для которого справедливо  и 

, а также
 .
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Переход к дискретным последовательностям, 
определяемым разностным уравнением вида

где f[∙] — заданная непрерывная функция; 
w(k) — случайная (не белая) входная после-

довательность, позволяет отнести рас-
сматриваемые модели и их отдельные 
составляющие сноса и диффузии [15, 16] 
к марковским, поскольку распределение 
вероятностей каждого члена такой после-
довательности зависит только от значения 
предыдущего члена, т. е.

Марковские модели процессов нашли широ-
кое применение при анализе и синтезе систем 
управления и связи, статистической обработке ре-
зультатов измерений [1, 15–20], что обусловлено 
несомненным их достоинством — возможностью 
построения рекуррентных расчетных правил, 
существенно упрощающих алгоритмическую 
реализацию как математических моделей ана-
лизируемых систем, так и синтезируемых опти-
мальных фильтров.

С учетом марковости рассматриваемых моде-
лей и последовательностей уравнение (1) можно 
представить в эквивалентной дискретной форме

         
(19)

где F(∙), G(∙) — переходные матрицы состояний 
и возмущений; 

w(∙) — входная винеровская последователь-
ность.

Винеровский процесс по определению нахо-
дится через белый шум ω(t) из стохастического 
дифференциального уравнения [21]

Поскольку белый шум ω(t) предполагается 
гауссовским процессом и при линейных преоб-
разованиях свойство гауссовости сохраняется, то 
процесс w(∙) также будет гауссовским с матема-
тическим ожиданием

и дисперсией

где Nw(∙)  — матрица интенсивностей или ма-
трица спектральных плотностей белого 
шума [11].

Кроме того, можно отметить, что винеров-
ская последовательность также является марков-
ской [22].

Таким образом, рассматриваемые конечные 
математические модели динамических стохастиче-
ских систем в полной мере относятся к марковским 
(порождающим марковские последовательности), 
развитие которых происходит под воздействием 
гауссовских формирующих шумов [23–28].

Инвариантность моделей состояний и из-
мерений к изменениям условий функционирова-
ния. Инвариантность математических моделей 
рассматривается с позиции неизменности их 
конечномерных формальных форм (систем диф-
ференциальных уравнений), описание которых 
выполнено в соответствии с рассмотренными 
выше теоретическими положениями о достижи-
мости адекватного описания в случаях, когда ис-
следуется влияние комплекса факторов, опреде-
ляющих условия функционирования изучаемых 
систем и процессов измерений их выходных па-
раметров. Необходимость этого вызвана тем, что 
последующее использование получаемых оценок 
состояний параметров динамических систем на 
моделях, являющихся адекватными реальным 
системам и процессам измерений, предполагает 
приведение их к условиям статистической одно-
родности. Это означает, что используемые оценки 
состояний и параметров должны быть получены 
на эквивалентных моделях, т. е. моделях, формы 
которых (состав и вид дифференциальных урав-
нений) инвариантны к реализовавшимся услови-
ям функционирования (испытаний).

Изучение свойств инвариантности матема-
тических моделей следует рассматривать в от-
ношении их форм, схожих с формами на основе 
уравнений диффузионного движения [1, 13, 15, 
16, 28], содержащими уравнения сноса и диффу-
зии. Рассматриваемые модели состояний, таким 
образом, имеют формы которые включают в себя:

– уравнения сноса (детерминированная со-
ставляющая);

– уравнения медленно меняющейся марковской 
составляющей изменения параметров динамиче-
ской системы (не формализуемая стохастическая 
составляющая уравнений состояний, привлекае-
мая к описанию нестационарных координат де-
терминированной составляющей модели);

– уравнение формирующего шума (не форма-
лизуемая составляющая формирующего шума, 
лишенная медленно меняющейся марковской 
составляющей), т. е. моделей состояний, имею-
щих, по сути, двухкомпонентный формирующий 
входной шум.
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В отношении рассматриваемых математи-
ческих моделей состояний изучение свойств 
их инвариантности сводится, следовательно, к 
установлению неизменности их форм при воз-
действий различных комплексов возмущающих 
факторов.

Рассмотрим нелинейную динамическую си-
стему. Пусть реальная нелинейная динамическая 
система описывается с точностью до векторного 
формирующего шума ω(t), имеющего нулевое 
среднее M{ω(t)} = 0 и δ — коррелированную 
матрицу интенсивностей

 , 

математической моделью вида

      (20)

где f[∙] — векторная функция; 
x(t) — вектор фазовых координат в фазовом 

пространстве  бесконечной размер- 
ности.

Пусть система подвергается воздействию воз-
мущающих факторов, определяющих условия 
проведения эксперимента

      (21)

где η(∙) — векторный формирующий шум.
Тогда уравнение (20) можно записать в виде 

суммы (20) и (21), т. е.

    (22)

Представим уравнение (22) в виде

причем можно выделить ту часть уравнений со-
стояний, которая является моделью конечной 
размерности и адекватно описывает вектор пара-
метров и состояний :

Поскольку векторная функция f1[x(t), t] вклю-
чает в себя полный вектор состояний x(t), то мо-
жет быть преобразована к виду

f1[x(t), t] = f1[x1(t), x2(t), t]              (23)

Разложение этой функции в ряд Маклорена 
относительно вектора {x1(t), 0} имеет вид

С учетом суммы членов разложения ряда  
Маклорена начиная со второго можно записать

  (24)

что позволяет выделить высокочастотную состав-
ляющую формирующего шума

  (25)

для которого первый статистический момент 

С учетом соотношения (24) и выражения (25) 
модель (20) можно представить в виде

где f1[x1(t), 0, t] не зависит от вектора параметров 
и состояний x2(t) и поэтому справедливо следу-
ющее равенство

f1[x1(t), 0, t] = f1[x1(t), t].

Тогда можно записать уравнение конечномер-
ной модели состояний нелинейной динамической 
системы, адекватной реальной нелинейной дина-
мической системе на векторе параметров и состо-
яний конечной размерности :
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 (26)

Уравнение (26) для описания вектора  
фазовых координат  нелинейной ди-
намической системы можно отождествить с ди-
намической системой конечной размерности

         (27)

полагая, что вектор параметров и состояний x(t) 
математической модели эквивалентен вектору 
x1(t) фазовых координат реальной динамической 
системы.

Полученное выражение (27) с точностью до 
обозначений совпадает с принятой ранее формой 
модели состояний для нелинейных бесконечномер-
ных динамических систем, что свидетельствует  
об инвариантности рассматриваемой формы ко-
нечномерной математической модели к воздей-
ствию возмущающих факторов в уравнении (20),  
определяющих условия функционирования (про-
ведения испытания).

Дуальность формального представления мо-
делей состояний. Уравнения конечных моделей 
состояний можно рассматривать двояко:

– с позиции системы оптимального управле-
ния [28]

– с позиции задачи оптимальной фильтрации 
[15–17]

В первом случае медленно меняющаяся мар-
ковская составляющая u(∙) в уравнениях состо-
яний (1) может быть отождествлена с вектором 
оптимального управления, который на каждый 
временной момент поступления данных обеспе-
чивает перевод динамической системы в такое со-
стояние, которое наилучшим образом (в статисти-
ческой постановке) согласуется с результатами 
измерений выходов такой системы в соответствии 
с выбранными критериями качества.

Во втором случае медленно меняющаяся мар-
ковская составляющая u(∙) в уравнениях состо-
яний (6) может быть включена в расширенный 
вектор состояний, что приводит к двухкомпонент-
ной модели состояний —детерминированной и 
случайной составляющей.

Таким образом, уравнение для нелинейной 
конечномерной модели состояний

       (28)

с учетом квазистационарности марковской состав- 
ляющей u(∙) можно записать как

или

где векторная функция g[x*(t), t] имеет вид

Аналогичным образом уравнение для нели-
нейной конечномерной модели состояний (6) 
можно выразить следующим образом

с учетом квазистационарности марковской со-
ставляющей u(∙) можно записать

или 

где векторная функция g[x*(t), t] имеет вид

При переходе к дискретным расчетным схемам 
уравнения (28) конечномерных моделей состоя-
ний динамических стохастических систем, при-
веденных к дискретному времени, можно пред-
ставить в виде разностного векторного уравнения

  (29)

где F(∙), B(∙), G(∙) — переходные матрицы состоя-
ний x(k) медленно и быстро меняющихся 
составляющих u(∙) и w(∙) формирующего 
шума, воздействующего на динамиче-
скую систему; 

k — характеризует номер временнóго отсчета.
Это представление будет соответствовать 

уравнению оптимального управления. Во втором 
случае, когда решаются задачи фильтрации эк-
вивалентной формой представления модели (29)  
будет следующая
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или

  (30)

Полученную систему уравнений (30) дискрет-
ной модели состояний можно записать более ком-
пактно

           (31)

полагая, что

 

 

Различия между формальными представлени-
ями моделей состояний для первого и второго 
случаев заключаются в том, что медленно меня-
ющаяся марковская составляющая u(∙) формиру-
ющего шума, которая отождествлялась с вектором 
оптимального управления в уравнениях (6)–(8) в 
первом случае, включена непосредственно в век-
тор состояний  в уравнениях (31) для второго 
случая. Такой переход между формальными пред-
ставлениями моделей состояний известен как 
принцип дуальности оптимального управления и 
оценивания состояний [29, 30].

Выводы
Математическое представление реальных си-

стем на основе рассматриваемого материала в 
классе нелинейных нестационарных стохастиче-
ских позволяет достигнуть адекватности моделей 
реальной системе по наблюдаемым параметрам, 
что обеспечит инвариантность математической 
модели к изменениям условий функционирования 
динамической системы. Для рассматриваемых 

математических моделей полный вектор состо-
яния содержит, как это было отмечено выше, 
зависимые и независимые компоненты. По этой 
причине, проведено изучение совместной наблю-
даемости и идентифицируемости нелинейных 
нестационарных моделей состояния, заданных в 
виде системы стохастических дифференциальных 
уравнений в форме Ланжевена.
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MATHEMATICAL DESCRIPTION OF STUDIED OBJECTS STATES  
AND MEASUREMENT PROCESSES OF ANALYZED PHYSICAL SYSTEMS
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Koroleva st., 416550, Znamensk, Astrakhan reg., Russia
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The question arising in the process of analyzing physical systems is considered, as well as a mathematical 
description of the studied objects states and the processes of measuring their output parameters in the process 
of functioning, which consists in establishing appropriate mathematical models of states, evaluating states and 
parametric identification of dynamic systems on selected mathematical models based on the measurements results 
obtained during tests and experiments. Certain forms of mathematical models of states, mathematical models of 
measurement processes are assumed to identify parameters and evaluate the states of dynamic systems, and be 
reduced to determining the states and unknown parameters of given models. Estimates of unknown parameters 
are determined by determining the optimal correspondence of the chosen form of the mathematical model, which 
determines the depth of its formalization, and the parameters of this model to the available a priori data and 
measurement results. It is taken into account that optimal parameter estimates can be determined for the selected 
mathematical model, but this does not a guarantee their suitability in cases where the model is incorrect. The 
proof of the formulated statement for the case of nonlinear models of states is given. A mathematical model of the 
states of a dynamic system and a measurement model are developed, the relationship of the equations of states 
and measurements in the most general case is presented, given in the form of an additive mixture of a useful 
signal described by a nonlinear measurement equation and random interference. Studies of the properties of state 
models and measurements using Gaussian and Markov approximations are presented. The subsequent use of the 
obtained estimates of the states of parameters of dynamic systems on models that are adequate to real systems and 
measurement processes and their reduction to the conditions of statistical homogeneity is considered.
Keywords: identification, parameters, dynamic system, mathematical model
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