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Регрессионные модели смешанных эффектов...	 Лесоведение, лесоводство и таксация леса
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Проанализированы данные обмеров 3571 модельных деревьев сосны, произрастающих на 201 пробной 
площади из 13 регионов европейской части России от Карелии до Самарской области и от Тверской области 
до республики Коми. Рассмотрены 28 простых регрессионных зависимостей высоты деревьев от диаме-
тра ствола на высоте 1,3 м от поверхности земли, представленных в стандартной и ограниченной формах.  
Отбор лучших моделей основывался на принятых в статистике метриках качества, таких как средний про-
цент абсолютной ошибки (MAPE), средняя абсолютная ошибка (MAE), квадратный корень из среднеквадра-
тической ошибки (RMSE), смещение (Bias), коэффициент детерминации (R2), информационные критерии 
Акаике (AIC) и Байеса (BIC). Установлено, что наиболее простым и универсальным среди моделей фикси-
рованных эффектов является двухпараметрическое уравнение Неслунда. Для увеличения прогностической 
способности уравнения Неслунда в качестве случайного эффекта добавлена отдельная пробная площадь, 
что позволило значительно улучшить метрики качества. Выявлено, что прогнозируемые полученной мо-
делью кривые высот отличаются гибкостью и значительной величиной отклика на исходные соотноше-
ния высоты и диаметра отдельных деревьев. Установлено, что полученная модель смешанных эффектов 
является аналогом используемых при проведении лесоинвентаризационных работ разрядных таблиц, от-
ражающих лишь относительную зависимость высот деревьев от диаметров на высоте 1,3 м. Указано, что 
использование в практике лесоучетных работ отраслевых стандартов и нормативов, выведенных на основе 
разработанной модели смешанных эффектов, будет способствовать увеличению эффективности и рента-
бельности получения количественных и качественных характеристик древостоев сосны, произрастающих 
в европейской части России.
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При проведении перечислительной таксации 
обязательным условием для установления 

таксационных характеристик дендроценоза из-
давна считается определение высоты и диаметра 
ствола деревьев на высоте 1,3 м от поверхности 
земли. Процесс обмера деревьев в целях полу-
чения сведений о высоте характеризуется значи-
тельными трудовыми затратами. В связи с этим 
при таксации древостоев проводится измерение 
высоты у 15…25 деревьев. Отсутствующие па-
раметры высот отдельных деревьев возможно 
получить с использованием таблиц разрядов вы-
сот или с помощью эмпирических регрессионных 
уравнений. Точность расчета экологического, 
товарного и биологического потенциалов лесов 
напрямую зависит от качества используемых ле-
соучетных стандартов. 

Для оценивания зависимости высоты деревьев 
от диаметра ствола на высоте 1,3 м от поверх-
ности земли отечественные специалисты при 

лесоинвентаризационных работах применяют 
таблицы разрядов высот, шкалы которых, по 
убеждению ряда исследователей [1], содержат 
значительные неточности, связанные с несовпа-
дением графика высот дендроценоза с уровнем 
высот кривых в таблицах, что может приводить 
к существенным ошибкам при определении объ-
емных показателей. 

В 2000–2020-е годы за рубежом возрос ин-
терес к применению регрессионных моделей 
смешанных эффектов, для изучения процессов 
роста и прироста, связей таксационных показа-
телей как деревьев, так и древостоев [2]. Модели 
смешанных эффектов активно применяются для 
аппроксимации влияния таксационного диаметра 
ствола на высоту деревьев [3–7]. Модели смешан-
ных эффектов характеризуются предварительным 
прогнозированием изначально заданной кривой 
высота — диаметр с последующим предсказа-
нием случайного эффекта, калибрующего на-
чальную кривую и обеспечивающего согласова-
ние зависимости с исходными данными [8–11].  
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Модели смешанных эффектов являются усовер-
шенствованным преобразованием регрессионных 
зависимостей для материалов полевых исследо-
ваний. Наборы данных по высоте и диаметру 
ствола часто характеризуются сгруппированной 
структурой. Подход к моделированию смешан-
ных эффектов служит основным методом анализа 
этих лесохозяйственных данных [12]. 

Модели смешанных эффектов выражают за-
висимость переменной отклика от независимых 
переменных с варьирующимися по отношению 
к группирующим переменным коэффициентами. 
Модели смешанных эффектов включают в себя 
части фиксированных и случайных эффектов. 
Компоненты фиксированных эффектов являются  
стандартными для регрессионных зависимостей, 
тогда как смешанные эффекты связаны со слу-
чайными отдельными единицами полевых дан-
ных. Для смешанных эффектов, в отличие от 
фиксированных, наиболее часто характерно нор-
мальное распределение. Случайная компонента, 
содержащаяся в моделях смешанных эффектов, 
способствует соблюдению предположения о не-
зависимости наблюдений при повторяющихся 
измерениях, о чем свидетельствует надежность 
оценок параметров [2].

Цель работы
Цель работы — разработка регрессионного 

уравнения, включающего в себя смешанные эф-
фекты, для аппроксимации зависимости высоты 
деревьев от таксационного диаметра ствола в 
сосновых древостоях европейской части России. 

Материалы и методы
Материалы исследования составляет выборка  

данных обмера 3571 модельного дерева с 201 проб- 
ной площади, а также полевые, архивные и ли-
тературные [13–15] данные с пробных площадей 
Костромской, Владимирской, Тверской, Москов-
ской, Архангельской, Самарской, Нижегородской 
и Ярославской областей, Республики Башкорто-
стан, Республики Коми, Республики Марий Эл, 
Республики Мордовия и Республики Карелия. 
Большую часть данных обмера высоты и диа-
метра стволов сосновых древостоев составляют 
материалы полевых исследований на пробных 
площадях, заложенных нами в Костромской, Мо-
сковской, Владимирской и Тверской областях. 
Наиболее представлены модельные деревья южно- 
таежного лесного района, на который приходится 
более половины (51 %) данных. В районе хвойно- 
широколиственных (смешанных) лесов собрано  
46 % данных. Наименее представлены данные 
северо-таежного и лесостепного районов (2 и 1 % 
данных соответственно). Таксационный диаметр 
стволов обмеренных деревьев сосны составляет 
1–65 см, высота — 2–41 м. Возраст измеренных 
деревьев варьирует от 6 до 375 лет.

Для проведения анализа данные по литератур-
ным источникам [16–33] проведен отбор 28 простых 
регрессионных моделей (табл. 1), 12 из которых 
представлены в стандартной форме, 16 — в огра-
ниченной. Стандартная форма модели позволяет 
оценить константы по данным, если модель явля-
ется линейной или приводимой к линейной форме. 

Т а б л и ц а  1
Простые регрессионные модели зависимости высоты деревьев от диаметра ствола  

на высоте 1,3 м от поверхности земли
Simple regression models of the relationship between tree height  

and trunk diameter at 1,3 metres above the ground 

Номер 
п/п Регрессионная модель Количество 

параметров
Литературный 

источник
Группа 1. Модели в стандартной форме

1 H = b0 + b1DBH 2 [16]
2 H = b0 + b1lnDBH 2 [17]

3 2 [18]

4
 

2 [19]

5
 

3 [20]

6 3 [21]

7 4 [22]
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Номер 
п/п Регрессионная модель Количество 

параметров
Литературный 

источник
Группа 1. Модели в стандартной форме

8  4 [23]

9  4 [21]

10 ( )( )3
0 1 21 exp bH b b b DBH= − −  

4 [24]

11 4 [25]

12  4 [26]

Группа 2. Модели в ограниченной форме

13 2 [26]

14 2 [27]

15 2 [28]

16 2 [29]

17 2 [22]

18 2 [26]

19 2 [29]

20 2 [26]

21 2 [30]

22 3 [31]

23
 

3 [26]

24 3 [29]

25 3 [31]

26 3 [31]

27 3 [32]

28 3 [33]

Примечание. h — высота, м; DBH — диаметр на высоте 1,3 м от поверхности земли, см; 
b1…b3 — параметры модели.

Окончание табл. 1
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Нелинейная форма модели свидетельствует о 
том, что кривая высоты деревьев исходит из нача-
ла координат. Кривая высоты деревьев моделей в 
ограниченной форме всегда берет начало из точки 
1,3 м от поверхности земли, что представляет 
собой диаметр, определяемый на этой высоте 
при таксации. 

Для оценки качества моделей расчетным пу-
тем были определены такие метрики качества, 
как квадратный корень из среднеквадратической 
ошибки (RMSE), средний процент абсолютной 
ошибки (MAPE), средняя абсолютная ошибка 
(MAE), смещение (Bias), коэффициент детерми-
нации (R2), информационные критерии Акаике 
(AIC) и Байеса (BIC). Формулы метрик, использу-
емые в расчетах, представлены в табл. 2. Лучшее 
соответствие модели экспериментальным данным 
обеспечивается при достижении коэффициентом 
детерминации максимального значения и мини-
мальных значений информационных критериев, 
среднеквадратической ошибки и среднего про-
цента абсолютной ошибки.

Модели отбирали путем их ранжирования по 
рассчитанным метрикам качества (от лучших к 
худшим). Таким образом, самая лучшая модель 
характеризовалась наименьшим рангом, а самая 
худшая — наибольшим. При оценивании нели-
нейных моделей проводилась проверка на соот-
ветствие требованиям, предъявляемым к функ-

циям зависимости высоты от диаметра ствола, 
согласно которым кривая должна исходить из 
точки x = 0, y = 1,3 и обладать горизонтальной 
асимптотой, что в противном случае может при-
вести к ошибочным прогнозам при малых диаме-
трах стволов [34–37].

Для расчета описательных статистик приме-
нялся пакет psych 2.1.9, 2021-09-22 в R. Модели 
оценивались с помощью нелинейного метода наи-
меньших квадратов пакета nls stats 3.6.2, 2019-07-05  
в R, а модели смешанных эффектов — пакета 
nlme 3.1-155, 2022-01-13 в R. Метрики качества 
рассчитаны по пакетам Metrics 0.1.4, 2018-07-09 
и MLmetrics 1.1.1, 2016-05-13. Визуализация 
результатов анализа осуществлялась по пакету 
ggplot2 3.3.5, 2021-06-25.

Результаты исследования
Анализ отобранных уравнений показал, что 

модели № 11 и 12 дают ошибочный прогноз при 
малых значениях диаметра ствола, в результате 
чего они были исключены из дальнейшего рас-
смотрения. Начало кривой моделей, представ-
ленных в стандартной форме, не соответствует 
точке x = 0, y = 1,3, что позволяет исключить их 
из дальнейшего рассмотрения, а также ввиду не 
соответствия условиям, предъявляемым к мо-
делям связи высоты и таксационных значений 
диаметра ствола.

Т а б л и ц а  2
Используемые метрики качества моделей

Quality metrics of the models used

Наименование 
метрики Формула

Квадратный корень из среднеквадратической 
ошибки RMSE

Средний процент абсолютной 
ошибки MAPE

Средняя абсолютная ошибка MAE

Абсолютное смещение Bias 30

Коэффициент детерминации R2

Информационный критерий Акаике AIC

Информационный критерий Байеса BIC

Примечание. k — количество параметров модели; n — количество наблюдений; 
yi — фактическое значение наблюдения;  — предсказанное по модели значение 
наблюдения.
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В группе 2 моделей в ограниченной форме 
лучшими можно считать следующие: 

№ 15 (RMSE = 2,927; MAPE = 0,147; MAE = 2,162;  
Bias = 0,053; R2 = 0,829; AIC = 17840, BIC = 17859); 

№ 23 (RMSE = 2,915; MAPE = 0,146; MAE = 2,15;  
Bias = 0,015; R2 = 0,826; AIC =17812, BIC = 17837); 

№ 24 (RMSE = 2,911; MAPE = 0,146; MAE = 2,15;  
Bias = 0,001; R2 = 0,825; AIC = 17802, BIC = 17827);

№ 27 (RMSE = 2,911; MAPE = 0,146; MAE = 2,147;  
Bias = 0,009; R2 = 0,826; AIC = 17804, BIC = 17829). 

Для них все оцениваемые параметры статисти-
чески значимы при p < 0,05. Графическая визуа-
лизация моделей № 15, 23, 24 и 27 представлена 
на рис. 1. Кривые зависимости высоты дерева 
от таксационного диаметра ствола берут начало 
в точке 1,3 м от поверхности земли, а также, за 
исключением модели № 24, обладают горизон-
тальными асимптотами.

Поскольку модель № 24 не имеет горизонталь-
ной асимптоты, она при большой толщине ство-
лов дает занижение прогнозируемых значений 
высоты деревьев. Тест отношения правдоподобия 
при p < 0,001 показал, что двухпараметрическая 
модель № 15 (уравнение Неслунда) не уступа-
ет по качеству трехпараметрическим моделям. 
Поэтому как более простую и универсальную ее 
можно признанать лучшей. 

Наилучшей прогностической способностью 
обладают модели смешанных эффектов, так как 
позволяют прогнозировать индивидуальную кри-
вую высоты для каждого отдельно взятого дре-
востоя. В связи с этим для уравнения Неслунда 
выполнена оценка фиксированных параметров 
и случайных эффектов. Модель № 15 после до-

бавления случайных эффектов, где в качестве 
фиксированных эффектов будут выступать пара-
метры b1 и b2, а в качестве случайного эффекта — 
отдельная пробная площадь, имеет вид

где hij — высота для дерева j из выборки i, м; 
b1…b3 — параметры модели; 
β1i…β2i — вектор случайных эффектов для 

отдельного перечета из выборки i, имею-
щий нормальное распределение с нулевым 
средним и стандартным отклонением ; 

DBHij — диаметр на высоте 1,3 м от поверх-
ности земли для дерева j из выборки i, см;

εij — вектор остатков, имеющий нормальное 
распределение с нулевым средним и стан-
дартным отклонением σ.

В табл. 3 представлено сравнение статистиче-
ских оценок параметров и критериев качества для 
моделей, содержащих фиксированные и смешан-
ные эффекты. Все оценки параметров и компо-
ненты дисперсии модели, содержащей смешан-
ные эффекты, обладают высокой статистической 
значимостью при p < 0,001. Существенно улуч-
шенные метрики качества позволяют заключить, 
что модель смешанных эффектов более точно 
предсказывает зависимость между высотой и 
диаметром стволов деревьев по сравнению с мо-
делью фиксированных эффектов. Практически в 
2 раза снизились значения метрик RMSE, MAPE 
и MAE. Доля объясненной моделью дисперсии 
увеличилась с 82,9 до 96,2 %.

Рис. 1. Визуализация лучших моделей зависимости высоты дерева от диаметра 
ствола

Fig. 1. Visualisation of the best models of tree height dependence on trunk diameter
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Результаты и обсуждение
Полученная нами модель смешанных эффек-

тов способна с высокой точностью предсказать 
значения высоты деревьев в конкретных дендро-
ценозах, что подтверждает ранее проведенные 
нами исследования, в которых отдается предпо-
чтение двухпараметрическим моделям [2, 10]. 

Сопоставление прогнозируемых кривых высот 
деревьев для отдельных пробных площадей и 
шкалы разрядов высот сосновых древостоев есте-
ственного происхождения по «Сортиментным и 
товарным таблицам для лесов Центральных и Юж-
ных районов европейской части РСФСР» [38, 39]  
представлено на рис. 2. 

Т а б л и ц а  3
Сравнение итоговых оценок для моделей фиксированных и смешанных эффектов  

(модель № 15 — уравнение Неслунда)
Comparison of final estimates for fixed and mixed effects models  

(model №15 — Neslund equation)

Компоненты Параметр Оценка
Оценка гипотезы Метрики качества модели

t-статистика p-value RMSE MAPE MAE R2 AIC BIC

Модель фиксированных эффектов

Фиксированные
b1 4,143e+01 5,199e+01 < 2e-16

2,927 0,147 2,162 0,829 17840 17859
b2 2,431e+01 2,607e+01 < 2e-16

Модель смешанных эффектов

Фиксированные
b1 3,544e+01 3,460e+01 < 2e-16

1,445 0,751 1,064 0,962 14369 14405

b2 1,734e+01 1,462e+01 < 2e-16

Случайные

7,198e+00 – –

8,234e+00 – –

corr
( ; ) 9,490e-01 – –

σ 1,231e+00 – –

Рис. 2. Сопоставление прогнозируемых кривых высот для отдельных пробных 
площадей и шкалы разрядов высот сосновых древостоев естественного 
происхождения: точки — данные для отдельных деревьев; цветные ли-
нии — прогнозируемые кривые высот для отдельных пробных площадей; 
черные линии — шкала разрядов высот сосновых древостоев естествен-
ного происхождения [38]

Fig. 2. Comparison of predicted height curves for individual sample plots and the scale 
of pine stands of natural origin: dots — data for individual trees; coloured 
lines — predicted height curves for individual sample plots; black lines — scale 
of natural origin pine stands [38]
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Из рис. 2 следует, что точность прогноза полу-
ченной модели смешанных эффектов достаточно 
высокая, что обеспечивает прогнозирование спец-
ифической кривой для каждого отдельно взятого 
древостоя. Прогнозируемые кривые высоты дре-
востоев отличаются гибкостью и значительной 
величиной отклика на исходные соотношения 
высоты и диаметра стволов отдельных деревьев. 
Шкалы разрядов высот существенно расходятся с 
реальными данными, что впоследствии при опре-
делении разрядов высоты и объема ствола может 
привести к значительным неточностям при опре-
делении запасов древесины и выхода отдельных 
сортиментов. Таким образом, действующие в на-
стоящее время нормативы таксации лесов, кото-
рые были составлены и утверждены более 30 лет 
назад, не отражают особенности конкретных ден-
дроценозов, поэтому остро встал вопрос акту-
ализации лесотаксационных нормативов ввиду  
глобальных преобразований климата.

Выводы
Предложенная методика прогнозирования 

кривых высоты дендроценоза обладает некото-
рыми преимуществами по сравнению с классиче-
скими методами. Она предоставляет возможность 
анализировать основные характеристики кривых 
высоты, а также использовать среднюю линию 
высоты дендроценоза для предсказания высоты 
отдельных деревьев в любом возрасте.

Результаты нашего исследования согласуются 
с отечественной [2, 6, 9, 10] и зарубежной [8, 12] 
практиками применения регрессионных моделей 
смешанных эффектов для прогнозирования вы-
соты при известных значениях диаметра ствола 
деревьев.

Полученная модель смешанных эффектов 
представляет собой основу для получения обоб-
щенных моделей, которые помимо таксационного 
диаметра стволов отдельных деревьев на высоте 
1,3 м от поверхности земли будут включать в себя 
различные характеристики дендроценоза.

Модели смешанных эффектов служат аль-
тернативой используемым при инвентаризации 
лесных массивов разрядным таблицам, показы-
вающим условные соотношения между высотой 
и таксационными значениями диаметра ствола 
деревьев. Они позволяют осуществить калибров-
ку кривой высоты по 3–5 измерениям высоты и 
диаметра ствола деревьев в таксируемом дендро-
ценозе. Использование модели позволяет увели-
чить точность определения запасов древесины 
и выхода товарных сортиментов в древостоях 
сосны европейской части России. 

В совокупности с моделями распределения 
деревьев по толщине модели зависимости высоты 
от диаметра ствола, включающие в себя смешан-

ные эффекты, можно включить в виде отдельного 
компонента в имитационные модели роста и про-
изводительности древостоев, где они являются 
основой для определения запаса древесины, его 
товарной структуры, а также биологической про-
дуктивности.

Большинство отобранных моделей имеет не-
линейную структуру. Лучшей моделью, отража-
ющей зависимость высоты деревьев от диаметра 
ствола на высоте 1,3 м от поверхности земли для 
древостоев сосны европейской части России при-
знана двухпараметрическая функция Неслунда. 
Включение случайных эффектов по отдельной 
пробной площади предоставило возможность 
существенного увеличения точности прогнози-
рования. Применение отраслевых таксационных 
нормативов, разработанных на базе моделей сме-
шанных эффектов, позволит существенно уве-
личить эффективность и рентабельность учета 
древесных ресурсов в сосновых древостоях.
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MIXED-EFFECT REGRESSION MODELS OF HEIGHT VERSUS  
TRUNK DIAMETER DEPENDENCE IN PINE STANDS  
IN EUROPEAN PART OF RUSSIA

N.N. Dubenok, A.V. Lebedev, V.V. Gostev
Russian State Agrarian University — Moscow Timiryazev Agricultural Academy, 49, Timiryazevskaya st., 127550, Moscow, 
Russia

alebedev@rgau-msha.ru

Evaluation of the relationship between tree heights and diameters in the course of logging sites can be done through 
the use of tables of height categories or regression models. Models of mixed effects make it possible to improve 
the accuracy of forest inventory to a large extent. The purpose of the study is to develop a mixed effects model for 
describing the dependence of heights on the diameters of pine trees in the European part of Russia. In the course of 
study we used the data from measurements of 3 571 model pine trees growing on 201 trial plots from 13 regions of 
the European part of Russia from Karelia to the Samara region and from the Tver region to the Komi Republic. The 
paper analyzes 28 simple regression models of the dependence of height on diameter, selected according to literary 
sources. The selection of the best models was based on quality metrics accepted in statistics, such as the square root 
of the root mean square error (RMSE), the average percentage of absolute error (MAPE), the average absolute error 
(MAE), bias (Bias), coefficient of determination (R2), information criteria Akaike (AIC) and Bayesian (BIC). The 
two-parameter Neslund equation is recognized as the most simple and universal among the fixed effects models. 
To increase the predictive power of the Neslund equation, a separate trial plot was added as a random effect, which 
made it possible to significantly improve the quality metrics. It has been established that the height curves predicted 
by the obtained model are flexible and have a significant response to the initial ratios of the height and diameter 
of individual trees. The resulting model of mixed effects is an alternative to the tables of height categories used in 
the practice of forest accounting, which show only conditional relationships between the heights and diameters of 
trees. The introduction of industry standards developed on the basis of the model will improve the efficiency of 
accounting for wood resources in pine forests in the European part of Russia.
Keywords: pine stands, model selection, Neslund equation, mixed effects models
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