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Приведены результаты анализа и применимости сигмоидных функций для изучения хода роста культур со-
сны обыкновенной на территории северотаежного района европейской части Российской Федерации в чер-
ничном типе условий местопроизрастания. Предложена вычислительная процедура поиска моделей хода 
роста лесных культур. Модель хода роста отображает связь возраста и высоты дерева и в своем описании 
содержит сигмоидные функции хода роста. Сигмоидные функции отобраны для каждой из пяти фаз роста 
и развития древостоя в результате регрессионного анализа. В общем виде модель хода роста культур сосны 
обыкновенной в черничниках северотаежного района европейской части Российской Федерации представля-
ет систему уравнений, созданную на основе уравнений Вейбулла, Дракина — Вуевского и Ричардса.
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Географическая обширность проведения искус-
ственного лесовосстановления не позволяет 

создать общероссийскую конкретную модель ро-
ста культивируемых пород. Исследования в этом 
направлении ведутся постоянно и обусловлены 
запросами практики и развитием компьютерных 
технологий, позволяющих в самое короткое вре-
мя обработать многочисленные исходные дан-
ные. В современном исследовании древостоев 
ключевой задачей стал поиск закономерностей 
хода роста культивируемого растения через ма-
тематическое описание. Данные исследования 
имеют большое прикладное и теоретическое зна-
чение, поскольку позволяют применять методы 
математического моделирования в прогнозиро-
вании развития насаждения. Методы математи-
ческого моделирования широко применяются 
в различных областях. С их помощью можно 
делать долгосрочные прогнозы и осуществлять 
корректировку текущих мероприятий. Отсюда 
и развитие лесоводственной науки также имеет 
направление изучения закономерностей хода ро-
ста с помощью математического моделирования. 
Фундаментальные разработки в этой области 
были сделаны еще в середине ХХ в. В настоящее 
время во многих экспериментальных исследо-
ваниях получены результаты применения най-
денных математических закономерностей [1, 2],  
основанных на биологическом росте организмов. 

Биологический ход роста культивируемого 
растения описывается s-образной кривой или, 
иначе говоря, сигмоидной кривой. Графическое 
представление кривой хода роста имеет три фазы. 
В первой фазе кривая хода роста графически мо-
жет быть описана уравнением экспоненциальной 
функции, это фаза интенсивного роста. Во второй 
фазе наблюдается снижение роста в высоту, од-
нако идет интенсивный рост дерева по диаметру 
ствола, вторая фаза может быть описана лога-
рифмической функцией. Изначально s-образная 
кривая применялась для составления прогнозов 
изменения скорости роста населения [3]. Позд-
нее с помощью s-образной кривой описывались 
законы развития различных систем в широком 
смысле и изучались экономические процессы [4].

Математический анализ сигмоидных функций 
хода роста, выполненный нами ранее, показал, что 
в качестве модельных функций для изучения хода 
роста древостоя в высоту могут быть применены 
модели, основанные на следующих уравнениях [5]:

 (логистическое уравнение) [3];

 (уравнение Шумахера) [6];

 (уравнение Теразаки) [7];

 (уравнение Коллера) [8]._______________
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Кроме четырех указанных выше модельных 
функций для исследования хода роста нами были 
включены модели, которые ранее использовались 
для исследования хода роста древостоя в высоту 
относительно времени [9–12]:

 (уравнение Ричардса) [13];

 (уравнение Гомперца) [14];

 (уравнение Дракина — 
                         Вуевского) [15];

 (уравнение Вейбулла) [16].

В исследовании хода роста необходимо учи-
тывать жизненный цикл лесных культур, который 
разбивается на последовательные фазы роста и 
развития. Основателями теории по дифференциа-
ции культур по фазам роста и развития являются 
Н.П. Кобранов [17] и В.В. Огиевский [18]. Суще-
ствуют различные подходы к дифференциации дре-
востоев, созданных искусственным образом [19]. 

Наше исследование проводилось с учетом 
пяти фаз роста и развития культур сосны обык-
новенной:

1) фазы приживания (1–3 года); 
2) индивидуального роста или фазы, предше-

ствующей смыканию (4–10); 
3) смыкания (11–15 лет);
4) чащи (16 лет и до 20 лет);
5) жердняка (примерно к 25 годам; окончание 

фазы соответствует периоду, когда объем ствола 
превышает 2,0 см).

Цель работы
Цель работы — поиск моделей хода роста 

лесных культур на примере искусственных дре-
востоев сосняка черничного северотаежного рай-
она европейской части Российской Федерации с 
учетом фаз роста и развития.

Объекты и методы исследования
Объектом исследования служили посадки 

сосны обыкновенной, произрастающие на тер-
ритории бывших Онежского и Холмогорского 
лесхозов, в черничном типе условий местопроиз-
растания. Сосняк черничный распространен в 
северотаежном районе европейской части РФ. 

Для получения достоверных результатов ис-
пользовали данные, собранные на 33 пробных 
площадях. Камеральная обработка, полученных 
данных проводилась на основании методических 
указаний [20, 21], а также с учетом ГОСТов и по-
левого справочника таксатора [22, 23]. На каждой 
пробной площади фиксировались таксационные 
показатели, возраст и средняя высота деревьев. 

Для обоснования модели хода роста использовали 
103 исходные точки, полученные в результате про-
ведения авторских натурных исследований и обоб-
щения архивных данных, имеющихся на кафедре 
ландшафтной архитектуры и искусственных лесов 
Высшей школы естественных наук и техноло-
гий, ФГАОУ ВО «Северный (Арктический) фе-
деральный университет имени М.В. Ломоносова» 
(САФУ), а также литературные данные [24–26].

Подбор моделей хода роста по высоте осу-
ществлялся в два этапа. 

На первом этапе проводили анализ отобран-
ных сигмоидных моделей хода роста. С помо-
щью программы «CurveExpert Professional 2.4.0»  
выполнили расчет параметров моделей хода ро-
ста. Точность аппроксимирующих моделей хода 
роста установили на основе стандартной ошибки 
и коэффициента детерминации. Успешной счита-
лась модель, которая соответствовала следующим 
требованиям:

– модель объясняла не менее 90 % вариаций 
зависимости переменной, т. е. R2 > 0,9;

– стандартная ошибка оценки модели должна 
иметь минимальное отклонение от линии регрес-
сии, т. е. S < 1.

Далее на основе полученных параметров ап-
проксимирующих моделей были сделаны прогно-
зные модели хода роста культур до 25 лет. 

На втором этапе выполняли сравнительный 
анализ прогнозных моделей с эксперименталь-
ными данными по фазам роста и развития куль-
тур, что позволило отобрать прогнозные модели,  
оценки надежности которых удовлетворяют 
успешности модели.

Результаты и обсуждение
Для анализа хода роста культур использовались 

сигмоидные функции хода роста, используемые 
при моделировании роста деревьев, где в описа-
нии в качестве переменной x используется воз-
раст древостоя или отдельного дерева, a, b, c, d —  
параметры уравнения, y — таксационный пока-
затель древостоя.

На математическом языке связь, представлен-
ная в описании сигмоидной функции, означает 
функциональную зависимость, в которой каждо-
му значению аргумента x (возрасту) соответствует  
определенное значение величины y (таксаци-
онного показателя древостоя, к которому могут 
относиться высота дерева, диаметр ствола, запас 
дерева и т. п.). Зависимость величины x (возраста) 
описывается определенным законом. Другим спо-
собом представления функции является графиче-
ское описание зависимости, т. е. ход роста может 
быть описан графиком функции, представляю-
щей собой s-образную кривую. В общем случае  
график функции описывает семейство кривых, 
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содержащих многообразную информацию исходя 
из характера параметров a, b, c и т. п., входящих 
в состав функциональной зависимости. 

Для представленных выше функциональных 
зависимостей хода роста параметры a, b, c, d 
свидетельствуют о характере кривой хода роста:

– параметр a — о растяжении графика функ-
ции вдоль оси Оу на коэффициент a; 

– параметр b — о смещении графика функции 
вдоль оси Ох на коэффициент b; 

– параметр c — о сжатии или смещении гра-
фика функции вдоль оси Ох и приближении к оси 
Оу при увеличении |с|; 

– параметр d для уравнений, в которые данный 
параметр включен, имеет разное описание. Так, 
в уравнении Вейбулла параметр d характеризует 
сжатие графика функции относительно точки 
перегиба, что означает резкий биологический 
рост древостоя или отдельного дерева с его уве-
личением. При  наблюдается медленный 
рост древостоя или отдельного дерева. В уравне-
нии Ричардса параметр d указывает на характер 
скорости возрастания хода роста до фазы спело-
сти или затухание в росте в высоту.

По исходным данным проведен регрессион-
ный анализ в соответствии с предлагаемыми сиг-
моидными функциями (табл. 1, рис. 1).

Моделирование хода роста культур и исполь-
зование полученных сигмоидных функций с 
параметрами (см. табл. 1), позволили прийти 
к выводу, что не все модели хода роста можно 
применять на практике. Модели на основе урав-
нений Шумахера, Коллера и Теразаки показали 
неудовлетворительный результат. Модель на ос-
нове уравнения Шумахера продемонстрировала 
резкий рост культур начиная с возраста 2 года. 

Модель на основе уравнения Теразаки отразила 
отсутствие динамики на всем возрастном пери-
оде. Модель на основе уравнения Коллера начи-
ная с возраста 42 лет показала отрицательную 
динамику — уменьшение высоты с увеличением 
возраста. В связи с этим модели, созданные на 
основе уравнения Шумахера, Коллера и Теразаки, 
были исключены из дальнейшего рассмотрения. 

Впоследствии модели хода роста культур изу-
чались на основе уравнений Гомперца, Вейбулла, 
Ричардса, Дракина — Вуевского и логистическо-
го уравнения. Данные уравнения определяются 
высоким коэффициентом детерминации R2 и ми-
нимальной стандартной ошибкой S. Стандарт-
ная ошибка S для указанных моделей варьирует 
от 0,444 до 0,0449, а коэффициент детермина-
ции R2 — от 0,898 до 0,904, что свидетельствует 
об успешности модели и удовлетворяет требова-
ниям, предъявляемым к ее оценке (табл. 2).

Т а б л и ц а  1
Параметры сигмоидных функций хода роста

Sigmoidal functions parameters of growth progress

Название функции Математическое 
выражение

Параметр
a b c d

Уравнение Гомперца 5,22 1,64 0,13 ‒

Уравнение Вейбулла 3,87 3,69 0,0005 2,87

Уравнение Ричардса 3,81 5,18 0,38 1,47

Уравнение Шумахера 95,7 10,35 0,38 ‒

Уравнение Теразаки 9,21 18,99 ‒ ‒

Уравнение Коллера 0,007 2,66 0,08 ‒

Уравнение Дракина — Вуевского 6,58 0,08 2,69 ‒

Логистическое уравнение 3,98 41,72 0,3 ‒

Т а б л и ц а  2
Статистика ошибок моделирования  

хода роста культур сосны обыкновенной  
по высоте

Statistics of errors in modelling the height progress  
of the pine crop growth rate

Модель хода роста, 
созданная на основе 

уравнение

Стандартная 
ошибка S

Коэффициент 
детерминации 

R2

Уравнение Гомперца 0,449 0,901
Уравнение Вейбулла 0,447 0,903
Уравнение Ричардса 0,446 0,904
Уравнение Дракина— 
Вуевского 0,455 0,898

Логистическое 
уравнение 0,444 0,903
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Следующим этапом в анализе моделей хода 
роста стало изучение среднего значения высоты 
в соответствующих возрастных фазах роста и 
развития, собранных на пробных площадях и дан-
ных, полученных в ходе моделирования. Анализ 
моделей проводился для пяти фаз роста и развития 
от 1 года до 25 лет. В указанных фазах выбраны 
оптимальные модели хода роста, моделируемые дан-

ные которых были близки к данным, собранным на 
пробных площадях по каждой фазе роста и развития. 

При выравнивании полученных эксперимен-
тальных данных была предпринята попытка опи-
сать зависимость хода роста в высоту от времени  
с помощью уравнений Гомперца, Вейбулла,  
Ричардса, Дракина — Вуевского и логистического  
уравнения. По оценкам для каждой из пяти фаз 

Рис. 1. Корреляция исходных данных сосняка черничного — регрессионная кривая, построенная 
на основе: а — уравнения Гомперца; б — уравнения Вейбулла; в — уравнения Ричардса; 
г — уравнения Шумахера; д — уравнения Теразаки; е — уравнения Коллера; ж — урав-
нения Дракина — Вуевского; з — логистического уравнения

Fig. 1. Correlation of initial data of blueberry pine - regression curve based on: а — Gompertz equation; 
б — Weibull equation; в — Richards equation; г — Schumacher equation; д — Terazaki 
equation; е — Koller equation; ж — Drakin-Vuevskii equation; з — logistic equation
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роста и развития отобраны модели хода роста 
(табл. 3).

Результаты сравнительного анализа показыва-
ют, что моделирование хода роста описывается 
различными моделями для каждой фазы роста 
и развития. Нами уточнены параметры каждой 
отобранной модели с учетом фазы роста и раз-
вития (табл. 4). Успешность отобранных моделей 
хода роста для каждой фазы роста и развития 
подтверждается данными полученных статисти-
ческих оценок модельных древостоев.

Ход роста посадок сосны обыкновенной, 
произрастающих на территории бывшего Онеж-
ского и Холмогорского лесхозов в черничном 
типе условий местопроизрастания, описывается 
системой уравнений

где H — возраст древостоя, м; 
t — время, лет. 

Получена математическая модель, отражаю-
щая закономерность роста культивируемых дре-
востоев в различных фазах их роста и развития. 
Кривая роста сосняка черничного, полученная на 
основе системы уравнений по фазам роста и раз-
вития, удовлетворяет представлению s-образной 
кривой, которая описывает биологический рост 
растения (рис. 2).

Т а б л и ц а  4
Параметры сигмоидных функций хода роста

Sigmoidal functions of growth progress parameters

Рост и развитие культур Модель, 
созданная 
на основе 
уравнения

Параметр Стандартная 
ошибка

Коэффициент 
детерминации

Фаза Интервал 
времени, лет a b c d S R2

Приживания 1…3 Уравнение 
Вейбулла 0,49 0,37 0,001 5,99 0,071 0,767

Индивидуального 
роста 4…10 Уравнение 

Дракина — 
Вуевского

104,91 0,02 2,29 ‒ 0,296 0,914
Смыкания 11…15
Чащи 16…20 Уравнение 

Ричардса 5,94 2,94 0,13 1,19 0,008 0,999
Жердняка 21…25

Т а б л и ц а  3
Сопоставимость прогнозных данных высоты, полученных в результате моделирования,  

с данными, собранными на пробных площадях
Comparability of predicted height data obtained from modelling  

with data collected from sample plots

Рост и развитие культур Средняя высота, 
по данным, собранным 

на пробных 
площадях, м

Модель, созданная 
на основе уравнений

Прогнозные данные 
высоты, полученные 
на основе модели, мФаза Интервал 

времени, лет

Приживания 1…3 0,20 Уравнение Вейбулла 0,21

Индивидуального роста 4…10 0,81 Уравнение 
Дракина — Вуевского 0,71

Смыкания 11…15 1,97 Уравнение 
Дракина — Вуевского 2,16

Чащи 16…20 2,64 Уравнение Ричардса 3,32
Жердняка 21…25 3,20 Уравнение Ричардса 3,79

Рис. 2. Ход роста культур сосны обыкновенной, произ-
растающих на территории северотаежного района  
в черничном типе условий местопроизрастания

Fig. 2. The growth course of Scots pine growing on the territory 
of the northern taiga region in the bilberry type growing 
conditions
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График функции и математическая модель 
иллюстрирует (см. рис. 2):

- в интервале от 1 до 3 лет наблюдается мед-
ленный рост, в этом случае можно говорить либо 
о неблагоприятных условиях для произрастания 
культуры, либо о неудовлетворительном качестве 
посадочного материала;

- в интервале от 4 до 15 лет наблюдается ин-
тенсивный рост в высоту, что характерно для 
фазы интенсивного роста;

- в интервале от 16 до 25 лет рост культур со-
сны обыкновенной в высоту максимально может 
составить до 5,94 м.

Для сглаживания интервалов в промежуточ-
ных точках между фазами роста и развития гра-
фика функции в дальнейшем рекомендуется ис-
пользовать метод интерполяции.

Выводы 
Для исследуемой территории получена модель 

хода роста культур сосны обыкновенной, произ-
растающих в черничниках северотаежного рай-
она европейской части Российской Федерации. 

Предлагаемая авторами модель содержит 
сигмоидные функции роста. Для описания хода 
роста культур сосны обыкновенной рекоменду-
ется использовать модель, определяемую как 
систему уравнений, созданную на основе сиг-
моидных уравнений. Обсуждение результатов 
исследования показало, что модель хода роста 
культур сосны обыкновенной характеризуются 
достаточно высокими значениями коэффициента 
детерминации R2 — от 0,767 до 0,999, а также 
небольшой величиной стандартной ошибки S — 
от 0,008 до 0,296. 

Выявленные в ходе исследования модели хода 
роста культур сосны обыкновенной позволяют 
их использовать для изучения динамики роста 
и подтверждают их применимость для описания 
хода роста древостоев в высоту.
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The results of the analysis and applicability of sigmoid functions for studying the Scots pine crops growth on the 
territory of the North taiga region of the European part of the Russian Federation in the blueberry type growing 
conditions are presented. A computational procedure for finding models of forest crop growth progress is proposed. 
The growth progress model reflects the relationship between age and height of a tree and contains sigmoidal growth 
progress functions in its description. Sigmoid functions were selected for each of the five growth phases and 
development of the stand as a result of regression analysis. In general, the model of the Scots pine crops growth 
course in bilberry forests of the northern taiga region of the European part of the Russian Federation represents a 
system of equations based on the Weibull, Drakin-Vuevskii and Richards equations.
Keywords: tree growth course, modeling, sigmoid function of growth course, Scots pine crops, mathematical 
model
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