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Представлены результаты расчетов динамики электрически нейтральной и электрически заряженной  
частицы в закрытом канале. Приведена математическая модель динамики одиночной частицы в акустиче-
ском поле, в которой потенциал акустического поля задавался одномерным линейным волновым уравнением.  
Динамика частицы описана дифференциальным уравнением, ставящим зависимость скорости частицы от 
приложенных к ней сил — силы Стокса, воздействующей со стороны акустического поля, и силы Кулона, 
воздействующей со стороны электрического поля. Выявлено, что амплитуда колебаний электрически ней-
тральной частицы меньше, чем амплитуда колебаний электрически заряженной частицы в электрическом 
поле. Определено, что при малой амплитуде колебаний поршня амплитуда изменения скорости электриче-
ски заряженной частицы под действием сил электрического поля превосходит амплитуду изменения ско-
рости электрически нейтральной частицы. В работе анализировалось влияние на динамику электрически 
заряженной частицы в акустическом поле при стационарном и нестационарном распределениях потенциа-
ла электрического поля. Приведены расчеты динамики электрически заряженной частицы в периодическом 
электрическом поле с различными частотами изменения электрического поля. Обнаружено, что при воз-
действии на частицу переменного электрического поля синфазного полю скорости газа, скорость движения 
частиц увеличивается, в случае если частота воздействия переменного электрического поля находится в 
противофазе со скоростью движения газа, то скорость движения частицы и уменьшается. Определено, что 
в случае, если на частицу действует стационарное электрическое поле, то частица дрейфует к той части 
канала, к которой приложен потенциал, знак которого противоположен знаку заряда частицы.
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Разделом физики сплошных сред является  
механика сплошных сред (жидкости, газа или 

плазмы), при этом в механике существенное зна-
чение имеет математическое моделирование тече-
ний жидких, газообразных сред или ионизирован-
ных газов [1–25]. При исследовании процессов 
механики жидкости и газа существенную роль 
играют методы математического моделирования 
[1, 2]. В статье [3] математически моделировалось 
течение сжимаемой среды в канале произвольно-
го поперечного сечения с меняющейся по длине 
проходной площадью. В работе [4] представлены 
результаты исследований потерь мощности и 
потерь энергии на вентиляцию и трение дисков 
рабочих колес ступеней исследованных турбин 
с различными величинами отношения давления 
перед соплами соплового аппарата к давлению за 
рабочим колесом. В статье [5] рассмотрена задача 
об адиабатическом сжатии бесстолкновительного 
газа с подвижной и неподвижной границами, в 
предположении одномерной геометрии течения, 
получен ряд точных решений. 

Помимо классической гидродинамики одно-
родных сред в естественной природе и техниче-
ских приложениях встречаются течения сплошных 
сред в электрическом и магнитном полях [1, 6, 7].  
В работе [7] приведены результаты расчетов вли-
яния магнитного поля на характеристики плазмы 
в магнетронном разряде с полым катодом. По-
казано, что величина и геометрия магнитного 
поля оказывают сильное влияние на параметры 
плазмы. 

Другим разделом механики сплошных сред 
является динамика неоднородных сред [8–23]. 
В статье [8] предложен аппарат очистки газа 
от твердых частиц дисперсностью от 0,1 мкм. 
Принцип действия аппарата основан на коагуля-
ции частиц на перфорированных в виде щелей 
пластинах с орошением загрязненного воздуха 
водой через форсунки с дисперсным составом 
от 2,0 до 10 мкм. При прохождении трехфазного 
потока через щели первой пластины сепаратора 
вследствие турбулизации потока в струйках с 
малым масштабом турбулентности возникает 
турбулентная коагуляция, что приводит к укруп-
нению частиц. Выявлены зависимости эффектив-
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ности аппарата от ширины щелей и их взаимного 
расположения на первой и второй пластинах, 
сочетание которых обеспечивает режим повы-
шенной коагуляции и высокий КПД улавливания 
частиц аппаратом. В монографии [9] представ-
лена общая теория механики многофазных сред, 
разработаны математические модели течений 
неоднородных сред, определяемых взаимодей-
ствием компонент смесей. В монографиях [11, 12]  
рассматривались аналитические решения для 
динамики акустических волн в неоднородных 
средах. В монографиях [10, 13] представлены 
численные модели нелинейных ударно-волновых 
процессов в запыленных и газокапельных средах. 
В статье [20] представлены математические моде-
ли динамики нестационарных течений пылевой 
плазмы без учета влияния эффектов, связанных 
с газовой динамикой, представлены численные и 
аналитические решения для модели c двухмерной 
пространственной геометрии. В публикации [21] 
проводится сопоставление экспериментального 
исследования и численных расчетов течения за-
пыленной электрически заряженной двухфазной 
среды в канале, без учета взаимообратного си-
лового влияния компонент смеси. В работе [22]  
получено аналитическое решение уравнения Кор-
тевега-де-Вриза с затуханием, исследовано влия-
ние параметров плазмы на амплитуду и ширину 
ионно-звуковых волн в пылевой плазме. Статья [23]  
посвящена усовершенствованию технологии 
электрических фильтров, очищающих газовые 
выбросы промышленных предприятий от дис-
персных примесей.

В данной работе для разработки математиче-
ской модели используются подходы различных 
разделов механики сплошных сред. Классическая 
теория акустики однородной среды применяется 
к описанию динамики газа, в котором движется 
частица, теория динамики неоднородных сред — 
для описания воздействия акустического поля на 
частицу, теория динамики электрически заряжен-
ных сред — для описания воздействия электри-
ческого поля на движущуюся частицу. 

Цель работы
Цель работы — исследование динамики ча-

стицы под воздействием акустического и элек-
трического полей. Также рассмотрено влияние 
на динамику электрически заряженной частицы 
стационарных и нестационарных электрических 
полей, нестационарных периодических электри-
ческих полей с различными частотами. 

Результаты и обсуждение
Из приведенного выше литературного обзора 

следует, что в связи с задачами физики плазмы и 
фильтрации аэрозолей, актуальными являются 

теоретические исследования динамики неодно-
родных сред, как в аэродинамических, так и в 
электрических полях. 

Разработана математическая модель колебаний 
частицы в акустическом поле с учетом воздействия 
силы Кулона. Получено аналитическое решение 
совокупности уравнений, описывающих динамику 
нестационарного акустического поля и динамику 
одиночной электрически заряженной частицы в 
этом акустическом поле. Математическая модель 
реализована в виде компьютерной программы. 

Акустическое поле описывает волновое 
уравнение

                          (1)

где j — потенциал акустического поля; 
с — скорость звука; 
x, t — пространственная и временна́я пере-

менная. 
Скорость движения газа u является производ-

ной по пространству от потенциала акустиче-
ского поля

                                (2)

Изменение давления газа p (p0 — равновес-
ное давление, r — плотность газа) описывается 
уравнением

                  (3)

Скорость дисперсной части описывается диф-
ференциальным уравнением

                 (4)

где q0 — удельный заряд частицы; 
m — масса частицы; 
u1 — скорость частицы; 
ψ(x, t) потенциал электрического поля, зада-

ваемый уравнением;
a — коэффициент сопротивления [10]; 
μ — вязкость газа;

                              (5)

                               (6)

Одномерное уравнение Лапласа (6) [6] может 
иметь стационарное решение (7) или нестацио-
нарное решение (8)

                  (7)

  (8)

где ω — циклическая частота колебаний; 
α — начальная фаза волны. 
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Рассмотрим алгоритм метода разделения пере-
менных [2, 25] применительно к уравнению (1), 
представим функцию потенциала акустического 
поля j(x, t) в виде произведения функций, зави-
сящих только от пространственной переменной 
x — X(x) и временной переменной t — T(t) соот-
ветственно (9):

                     (9)

При подстановке уравнения (9) в уравнение 
(1) получаем уравнение

                         (10)
Из уравнения (10), разделенного на X(x)T(t), 

следует уравнение

                     (11)

Для функции, зависящей от времени  T(t),  
записывается уравнение

                          (12)

Для функции, зависящей от пространственной 
переменной X(x), записывается уравнение

                         (13)

Уравнение (12) имеет решение

            (14)

Уравнение (13) имеет решение

           (15)

Из уравнений (14) и (15) следует выражение 
для потенциала акустического поля

 (16)

Из уравнения (9) и уравнения (2) следует вы-
ражение для скорости движения газа

  (17)

Из уравнения (2) следует выражение для гра-
ничного условия, где А — амплитуда хождения 
поршня

  (18)

На закрытом конце трубы (L — длина канала) 
для скорости движения газа задается граничное 
условие

                         (19)

Из граничных условий (18) и (19) и выраже-
ния (17) следует выражение для скорости движе-
ния газа, удовлетворяющее данным граничным  
условиям

         (20)

Из уравнений (17) и (20) можно отыскать зна-
чения величин Bk, Ck, λk 

        (21)

Из выражений (18) и (19) следует, что частота 
колебаний ω = πс/2L, таким образом, можно вы-
числить уравнение для потенциала акустического 
поля

              (22)

Выражение для скорости движения газа и вы-
ражение для давления газа имеют вид

              (23)

        (24)

Для нахождения скорости электрически ней-
тральной частицы записывается уравнение 

       (25)

Для нахождения скорости электрически заря-
женной частицы в стационарном электрическом 
поле (7) записывается выражение 

   (26)

Для нахождения скорости электрически заря-
женной частицы в нестационарном электриче-
ском поле (8) записывается выражение

        (27)
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Для обыкновенных дифференциальных уравне-
ний относительно переменной времени (25)–(27)  
методом Лагранжа [25] получены решения (28)–(30)

           (28)

     (29)

      (30)

Динамику частицы, на которую воздействует 
электрическое поле, действующее в противофазе 
с акустическим полем описывает уравнение

 (31)

Траектория частицы, скорость которой описы-
вает уравнение u1(x,t), определяется выражением

              (32)

Таким образом, для определения траектории 
частицы можно воспользоваться выражением

                 (33)

Например, для частицы, движущейся только 
под действием акустического поля, уравнение 
движения имеет вид нелинейного уравнения

             (34)

Скорость частицы можно описать приближен-
ным уравнением с точностью О(Δt) 

                       (35)

Из уравнения (35) получаем приближенное 
выражение для численного определения траек-
тории частиц, с точностью О(Δt) [2]

         (36)

где Δt = T0/n — шаг по времени, s1 = x0, i = 1,..n. 
При моделировании были заданы следующие 

параметры моделируемого процесса: L = 1 м, d 
= 0,0001 м, q0 = –0,001 Кл/кг, ψ1 = –500 В, ψ2 = 
500 В, r = 1,29 кг/м3, r1 = 2700 кг/м3, p0 = 100 кПа. 
Кроме того, в работе рассматривались частицы 
сферической формы — m = r1πd3/6. Начальное по-
ложение частицы x0 = 0,5 м, временной период T0 
= 1 с, число шагов по времени n = 1000. 

На рис. 1 схематически изображен закрытый 
канал с движущейся в нем частицей. К проти-
воположным концам канала приложены элек-
трические потенциалы, в правой части канала 
колеблется поршень. 

На рис. 2 представлено пространственное 
распределение скорости газа, на левой грани-
це моделируемой области скорость газа равна 
нулю, в соответствии с граничным условием (19).  
На левой границе в аналогичный момент времени  
(t = 0,1 c) наблюдается наибольшее значение дав-
ления газа (рис. 3). 

Рис. 2. Пространственное распределение скорости газа в 
момент времени t = 0,1 c

Fig. 2. Spatial distribution of gas velocity at time t = 0,1 c

Рис. 1. Общая схема моделируемого процесса
Fig. 1. General scheme of the simulated process
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В представленной модели величины скоро-
сти движения газа в акустическом поле (23) и 
величины изменения давления газа (24) прямо 
пропорциональны амплитуде хождения поршня 
(рис. 4, 5).

Скорость частицы отличается от скорости дви-
жения газа и при амплитуде хождения поршня  
A = 0,001 м, амплитуда изменения скорости движения  

электрически нейтральной частицы составляет 
71 % амплитуды изменения скорости газа (рис. 6). 

При различных амплитудах хождения поршня 
электрически нейтральная частица циклически 
перемещается вблизи точки начального положе-
ния (рис. 7). 

В расчетах рассматривались два вида распре-
деления одномерного потенциала электрического 

Рис. 3. Пространственное распределение давления газа, в 
момент времени t = 0,1 c

Fig. 3. Spatial distribution of gas pressure, at time  t = 0,1 c

Рис. 4. Зависимость скорости газа от амплитуды хождения 
поршня

Fig. 4. Dependence of the gas velocity on the amplitude of the 
piston stroke

Рис. 5. Зависимость давления газа от времени, для различ-
ных амплитуд хождения поршня

Fig. 5. Dependence of gas pressure on time, for various piston 
stroke amplitudes

Рис. 6. Зависимости от времени скорости движения газа и 
скорости частицы — сплошной и пунктирной линией 
соответственно, при амплитуде А = 0,001 м

Fig. 6. Dependences on time of the gas velocity and particle 
velocity — solid and dotted lines, respectively, at ampli-
tude А = 0,001 м

Рис. 7. Зависимость положения электрически нейтральной 
частицы от времени для различных амплитуд хож-
дения поршня

Fig. 7. Dependence of the position of an electrically neutral 
particle on time for various piston stroke amplitudes

Рис. 8. Пространственное распределение потенциала элек-
трического поля при стационарном распределении 
потенциала

Fig. 8. Spatial distribution of the electric field potential for a 
stationary potential distribution



140� Lesnoy vestnik / Forestry Bulletin, 2022, vol. 26, no. 5

Math modeling� Analytical model of one-dimensional nonstationary dynamics...

поля — стационарный потенциал, описываемый 
уравнением (7) (рис. 8), и нестационарное рас-
пределение потенциала электрического поля, 
описываемое уравнением (8). В этом случае воз-
можно рассмотрение циклических потенциалов 
электрического поля, находящихся в противофазе 
(рис. 9, 10). 

В случае колебания частиц с малой ампли- 
тудой хождения поршня — А  = 0,0001  м и 
большим удельным зарядом материала частиц  
q0 = –0,001 Кл/кг интенсивность колебаний элек-
трически заряженных частиц выше, чем интен-
сивность колебаний электрически нейтральной 
частицы, при этом частицы, движущиеся в проти-
вофазе относительно колебаний несущей среды, 
имеют меньшую амплитуду изменения скорости 
(рис. 11).

При амплитуде хождения поршня А = 0,001 м 
амплитуда изменения скорости электрически 
нейтральной частицы имеет большее значение, 
чем амплитуда изменения скорости электрически 
заряженной частицы, движущейся в противофазе 
движению газа (рис. 12). Наибольшее значение 
имеет скорость движения электрически заряжен-
ной частицы при частоте изменения переменного 
электрического поля, синфазной акустическо-
му полю. В случае переменного электрического 
поля электрически заряженная частица, как и 
нейтральная частица, колеблется вблизи своего 
изначального положения. 

Если потенциал электрического поля задается  
стационарным распределением, то скорость ча-
стицы имеет осцилляции (рис. 13), связанные с 
тем, что распределение скорости относительно  

Рис. 9. Зависимость потенциала электрического поля от 
времени при нестационарном распределении по-
тенциала

Fig. 9. Dependence of the electric field potential on time for a 
nonstationary potential distribution

Рис. 10. Пространственное распределение потенциала элек-
трического поля при нестационарном электрическом 
поле

Fig. 10. Spatial distribution of the electric field potential in a 
nonstationary electric field

Рис. 11. Зависимость скорости частицы от времени при 
удельном заряде частицы q = –0,01 Кл/кг и амплитуде 
хождения поршня A = 0,0001 м

Fig. 11. Dependence of the particle velocity on time with a 
specific particle charge q = –0,01 Кл/кг and a piston 
stroke amplitude  A = 0,0001 м

Рис. 12. Зависимость скорости частицы от времени, при 
удельном заряде частицы q = –0,001 Кл/кг и ампли-
туде хождения поршня A = 0,001 м

Fig. 12. Dependence of particle velocity on time, with particle 
specific charge  q = –0,001 Кл/кг and piston stroke 
amplitude  A = 0,001 м
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пространственной координаты описывается функ-
цией косинуса и по мере приближения частицы 
к левой границе канала значение тригонометри-
ческой составляющей в выражении для скорости 
частицы (27) стремится к нулю. При этом электри-
чески заряженная частица движется к электроду с 
противоположным потенциалом, на котором через 
некоторое время осаждается (рис. 14). 

В монографии [10] представлены линеаризо-
ванные модели динамики газокапельных сред, 
для линеаризованных моделей получены точные 
решения с учетом различных сил взаимодействия 
частиц и газа в акустических волнах. В моногра-
фии [13] разработаны аналитические решения 
для динамики частиц в акустических полях при 
различных режимах колебаний газа и в акусти-
ческих резонаторах различной формы, исследо-
вано влияние различных сил на динамику частиц 
в движущемся газе. Тем не менее в указанных 
исследованиях не рассматривались эффекты вли-
яния электрического поля на динамику частицы. 
В работе [20] приоритетным полагалось исследо-
вание электрофизических процессов, без учета 
акустических эффектов динамики газа. В данной 
работе были проведены расчеты динамики части-
цы с учетом акустических и электрических сил, 
определено, что в зависимости от размера частицы 
влияние электрического поля может быть более 
существенным, чем влияние механических сил.

Выводы
Таким образом, актуальным является проведе-

ние исследования динамики дисперсного вклю-
чения, в котором учитывалось бы как влияние 
электрического поля, так и межкомпонентный 
обмен импульсом между газом и частицей. По-
лучено точное решение совокупности уравнений, 
описывающих динамику электрически заряжен-

ной частицы в акустическом поле. Рассмотрено 
влияние постоянного и периодического воздей-
ствия электрического поля на динамику частицы. 
Обнаружено, что под воздействием постоянного 
электрического поля происходит дрейф частицы 
и осаждение на электрод. Под действием перио-
дического электрического поля с частотой, син-
фазной частоте колебаний акустического поля, 
происходит увеличение интенсивности колебаний 
частицы. Под действием периодического элек-
трического поля в противофазе акустическому 
воздействию происходит уменьшение интенсив-
ности колебаний частицы. Результаты расчетов 
возможно применить при оптимизации конструк-
ции устройств электрической фильтрации запы-
ленных и газокапельных сред. 

Работа выполнена в рамках государствен-
ного задания Федерального исследовательского 
центра Казанского научного центра Российской 
академии наук.
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ANALYTICAL MODEL OF ONE-DIMENSIONAL NONSTATIONARY  
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This paper presents the results of calculations of the dynamics of an electrically neutral and electrically charged 
particle in a closed channel. A mathematical model of the dynamics of a single particle in an acoustic field is 
presented, in which the potential of the acoustic field is given by a one-dimensional linear wave equation. The 
dynamics of the particle was described by a differential equation that puts the dependence of the particle velocity 
on the forces applied to it - the Stokes force acting from the side of the acoustic field, and the Coulomb force acting 
from the side of the electric field. It is revealed that the amplitude of oscillations of an electrically neutral particle 
is less than the amplitude of oscillations of an electrically charged particle in an electric field. It is determined that 
at a small amplitude of the piston oscillations, the amplitude of the change in the speed of an electrically charged 
particle under the action of electric field forces exceeds the amplitude of the change in the speed of an electrically 
neutral particle. In this paper, we analyzed the influence on the dynamics of an electrically charged particle in 
an acoustic field for stationary and nonstationary distributions of the electric field potential. The paper presents 
calculations of the dynamics of an electrically charged particle in a periodic electric field with different frequencies 
of electric field variation. It was found that when a particle is exposed to an alternating electric field that is in phase 
with the gas velocity field, the particle velocity increases, if the frequency of the alternating electric field is in 
antiphase with the gas velocity, then the particle velocity decreases. It is determined that if a stationary electric field 
acts on a particle, then the particle drifts to that part of the channel to which a potential is applied, the sign of which 
is opposite to the sign of the particle charge.
Keywords: mathematical modeling, dynamics of multiphase media, wave equation
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