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Приведено описание процедуры математического обоснования технологических параметров устройства для 
измерения кажущейся плотности пористых материалов, для которой были использованы методы решения 
дифференциальных уравнений, приложение Microsoft Excel с функцией «Поиск решения», графоаналити-
ческий и геометрический методы. Обоснование технологических параметров проведено на основе функ-
циональной зависимости Vт/Vc + ΔV1/ΔV2 = 1, описывающей взаимосвязь параметров устройства и объекта  
исследования. Расчетами установлено оптимальное соотношение между объемом исследуемого тела и 
цилиндром для образца (измерительным цилиндром), составляющее 0,5, что позволяет получать в ходе 
экспериментальных исследований достоверные результаты, а также упростить процедуру проведения из-
мерений. Для исследования пористых тел объем образца следует подбирать с учетом пористости материала 
на основе априорной информации.
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Практически все технологические процессы 
перед внедрением проходят процедуру ма-

тематического обоснования и оптимизации [1].  
Это позволяет снизить затраты, повысить про-
изводительность или найти баланс между опре-
деленными параметрами этих процессов [2]. 
Применительно к измерительным технологиям 
и устройствам математическое обоснование под-
разумевает поиск оптимальных характеристик и 
параметров между устройством для измерения и 
измеряемым объектом. К таким характеристикам 
могут относиться линейные и объемные, весовые 
и силовые, а также энергетические и другие пара-
метры. Благодаря математическому обоснованию 
и оптимизации создается номенклатурный ряд 
измерительных приборов определенного назначе-
ния для регистрации и фиксации параметров как 
от сверхмалых, так и до сверхбольших значений 
измеряемой величины. Подбор измерительных 
устройств производителями по требованиям по-
требителей, как правило, носит рекомендатель-
ный характер. Однако с точки зрения научных 
исследований точность измерения исследуемой 
величины имеет важнейшее значение для полу-
чения достоверных и адекватных результатов 
экспериментальных данных. Следует отметить, 
что осуществление процедуры оптимизации про-

исходит с применением средств математического 
аппарата: дифференциального и интегрального 
исчислений, графического анализа и т. д. Важ-
ным и необходимым условием является наличие 
математических моделей и других функциональ-
ных зависимостей исследуемого процесса, кото-
рые базируются на постулатах и законах физики. 
Проведение исследований указанных моделей и 
зависимостей с помощью дифференциального 
и интегрального исчислений, дает возможность 
найти экстремумы функций, площади фигур, 
ограниченных этими функциями, а графический 
анализ помогает визуализировать полученные 
результаты. Из соответствующих разделов ма-
тематического анализа известно, что функции, у 
которых есть экстремумы, имеют максимальное 
или минимальное значение, что позволяет оты-
скать оптимум для исследуемого процесса [3]. 
Также известно, что площади фигур, ограничен-
ных графиками функций, с точки зрения физики 
означают, например, величину работы, необходи-
мой для осуществления цикла процесса [4]. Таких 
примеров можно привести огромное множество. 
Понимая необходимость математического обо-
снования технологических параметров, считаем 
актуальным проведение данной процедуры при-
менительно к новому устройству, разработанному 
для измерения кажущейся плотности пористых 
материалов [5].
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Цель работы

Цель работы — математическое обоснование 
технологических параметров устройства для из-
мерения кажущейся плотности пористых мате-
риалов, в частности определение оптимального 
соотношения объемов исследуемого образца и 
цилиндров устройства.

Материалы и методы 
В настоящее время известно большое количе-

ство методов и способов для определения плотно-
сти пористых материалов, например, древесины 
[6–11], к которым можно отнести стандартизиро-
ванные методы и способы [12–14]. Наибольшее 
распространение получил метод газовой пик-
нометрии. Следуя по пути его модернизации, 
определим оптимальное соотношение между объ-
емами исследуемого образца и измерительного 
цилиндра устройства с использованием различ-
ных средств математического аппарата.

Конструкция устройства (рис. 1) для измере-
ния кажущейся плотности пористых материалов 
описана в работе [15], а физический принцип ее 
функционирования приведен в работах [16–18]. 

Из указанных выше литературных источников 
следует, что наибольший интерес представляет 
собой величина объема исследуемого образца, 
определяемая по выражению

                      (1)

где Vт — объем исследуемого образца;
Vс — объемы измерительного цилиндра и 

цилиндра для образца;

DV1 — изменение величины объема воздуха в 
цилиндре для образца;

DV2 — изменение величины объема воздуха в 
измерительном цилиндре.

Задаваясь целью математического обосно-
вания технологических параметров устройства 
для измерения кажущейся плотности пористых 
материалов, необходимо провести ранжирова-
ние параметров. Все параметры в данном случае 
можно подразделить на три группы: 

1) относящиеся к устройству (объемы цилин-
дров Vс); 

2) относящиеся к исследуемым образцам (объ-
ем образца Vт); 

3) характеризующие протекание процесса 
(давление в измерительной системе Р, темпера-
туру системы Т) [19].

В целях упрощения дальнейших расчетов 
группу факторов, характеризующих протекание 
процесса, принимаем постоянными. Тогда урав-
нение (1) можно представить в ином виде:

                         (2)

Уравнение (2) можно выразить в дифференци-
альном виде следующим образом:

        (3)

Сгруппировав соответствующие одноименные 
члены дифференциального уравнения (3), полу-
чаем уравнение вида:

          (4)

Рис. 1. Схема экспериментальной установки:  
1 — цилиндр для проб; 2 — ис-
следуемый образец; 3–6 — краны;  
7 — измерительный цилиндр;  
8 — прозрачный трубопровод; 
9 — шкала; 10 — цилиндр с водой;  
11 — пневмонасос; 12 — манометр; 
13 — перепускной клапан

Fig. 1. Diagram of the experimental setup: 
1 — cylinder for samples; 2 — test 
sample; 3–6 — taps; 7 — measuring 
cylinder; 8 — transparent pipeline; 
9 — scale; 10 — cylinder with water; 
11 — pneumatic pump; 12 — pressure 
gauge; 13 — bypass valve
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Для решения дифференциального уравнения (4),  
его необходимо представить в виде системы од-
новременно решаемых более простых уравнений:

                 (5)

Упрощая первое из двух уравнений системы (5)  
получаем следующее:

                         (6)

проинтегрировав которое, получаем
                (7)

где С1 — некоторое число.
Применяя правило упрощения натуральных 

логарифмов, такой вид выражения (7):
Vт = С1Vс.                         (8)

Упрощая второе из двух уравнений системы 
(5), получаем:

                        (9)

проинтегрировав это равенство, получаем:

            (10)
где С2 — некоторое число.

Применяя правило упрощения натуральных 
логарифмов, получаем такой вид выражения (10):

DV1 = С2DV2.                        (11)

Из уравнений (8) и (11) следует, что числа С1 
и С2 представляют собой отношения  и 

. С учетом этого выражение (2) можно 

представить в виде:
С1 + С2 = 1.                        (12)

Принимая во внимание уравнение (4) и систему  
(5), логично предположить, что С1 = С2 = 0,5.  
В пользу этого предположения также говорит 
проверка в приложении Microsoft Excel с исполь-
зованием функции «Поиск решения». На рис. 2 
отражены начальные условия для поиска реше-
ния. Целевой является ячейка С1 (см. рис. 2), 
которой присваивается значение 1. Эта ячейка 
равна сумме ячеек А1 и В1, ячейки А1 и В1 — 
соответственно изменяемые значения некоторых 
чисел С1 и С2, взятых из уравнений (7) и (10). 
Кроме того, есть ограничения: С1 ≥ 0; С1 ≤ 1; 
С2 ≥ 0; С2 ≤ 1. После запуска поиска решения 
программа выдает результат, удовлетворяющий 
всем условиям и ограничениям (рис. 3). 

Аналогичный результат получаем при решении 
поставленной задачи графоаналитическим спосо-
бом [20] (рис. 4). Целевая функция С1 + С2 = 1  
на графике изображена утолщенной линией. Она 
пересекает ось С1 в точке с координатами [1; 0], 
а ось С2 — в точке с координатами [0; 1], образуя 
при пересечении с осями фигуру равнобедренно-
го треугольника с вершиной в начале координат. 
Ограничение С1 ≥ 0 предполагает перемещение 
прямой, перпендикулярной оси С1, вдоль по на-
правлению оси С1 из начала координат к точке с 
координатами [1; 0], а ограничение С1 ≤ 1 — пере- 

Рис. 2. Начальные условия для поиска решения
Fig. 2. Initial conditions for finding a solution

Рис. 3. Результаты поиска решения
Fig. 3. Results of the solution search
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мещение этой же прямой противоположно на-
правлению оси С1 из точки с координатами [1; 0] 
к началу координат. Ограничение С2 ≥ 0 предпо-
лагает перемещение прямой, перпендикулярной 
оси С2, вдоль по направлению оси С2 из начала 
координат к точке с координатами [0; 1], а огра-
ничение С2 ≤ 1 — перемещение этой же прямой 
противоположно направлению оси С2 из точки с 
координатами [0; 1] к началу координат. Рассма-
тривая указанные ограничения применительно 
к целевой функции, получаем следующее. Со-
вокупность двух ограничений С1 ≤ 1 и С2 ≥ 0 
определяют направление перемещения прямой, 
перпендикулярной линии целевой функции, вдоль 
прямой линии целевой функции от точки с коор-
динатами [1; 0] к точке с координатами [0; 1], а 
совокупность оставшихся ограничений С1 ≥ 0 и 
С2 ≤ 1 — противоположное движение от точки с 
координатами [0; 1] к точке с координатами [1; 0]. 
Оптимумом, удовлетворяющим всем указанным 
ограничениям, является точка с координатами 
[0,5; 0,5].

Эту же самую задачу со всеми указанными 
выше ограничениями и целевой функцией можно 
решить иным способом. В этом случае постанов-
ка задачи будет иметь следующую формулировку: 
«Целевая функция С1 + С2 = 1 при пресечении с 
осями координат С1 и С2 образует треугольник. 
Требуется найти такие размеры прямоугольника, 
вписанного в указанный треугольник, при кото-
рых его площадь будет максимальной».

Для решения поставленной задачи указанным 
способом, обратимся к графику на рис. 5. Оче-
видно, что целевая функция при пересечении с 
осями образует фигуру равнобедренного пря-
моугольного треугольника с вершиной в начале 
координат и углами 45° при основании, причем 
длина катетов равна единице. Обозначим длину и 
ширину вписанного прямоугольника (на рисунке 
заштрихован) соответственно через х и у. Тогда 
значение у определится из выражения

у = (1 – х)tg45°= 1 – x,               (13)

а площадь прямоугольника соответственно из 
выражения

S = x(1 – x) = x – x2.                 (14)

Взяв производную выражения (14)
S´(x) = 1 – 2x,                      (15) 

и приравняв ее к нулю, получаем значение одной 
из сторон прямоугольника:

1 – 2x = 0 откуда x = 0,5.             (16)

Соответственно, с учетом выражения (13)  
вторая сторона прямоугольника составит

y = 1 – x = 0,5,                     (17)

а площадь — 
S = 0,5∙0,5 = 0,25.                (18)

Легко понять, что искомые размеры прямоу-
гольника составят 0,5×0,5, а сама фигура примет 
вид квадрата, площадь которого равна половине 
площади треугольника, образованного пересече-
нием целевой функции с осями координат.

Результаты и обсуждение
Решение дифференциального уравнения (3) 

позволило получить линейное уравнение вида 
С1  +  С2  =  1. В дальнейшем определено, что 
С1 = С2 = 0,5. Аналогичный результат был по-
лучен с помощью функции «Поиск решения» в 
приложении Microsoft Excel. В основу расчетов 
была взята система уравнений, в которую вхо-
дят целевая функция С1 + С2 = 1 и ограничения: 
С1 ≥ 0; С1 ≤ 1; С2 ≥ 0; С2 ≤ 1. Графоаналитиче-
ский способ решения подразумевает использо-
вание тех же ограничений и целевой функции,  

Рис. 4. Графоаналитическое решение
Fig. 4. Graphoanalytical solution

Рис. 5. Геометрическое решение
Fig. 5. Geometric solution
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дальнейшее их графическое отображение на ко-
ординатной плоскости и принятие соответству-
ющего решения, удовлетворяющего всем требо-
ваниям. Таким решением является С1 = С2 = 0,5. 
Геометрический метод схож с графоаналитиче-
ским, однако в его основе лежит другой подход к 
решению задачи, заключающийся в нахождении 
таких размеров вписанного прямоугольника, при 
которых его площадь была бы максимальной.  
Как итог, получено вышеупомянутое решение 
С1 = С2 = 0,5. 

Применительно к устройству для определения 
кажущейся плотности полученные результаты 
можно интерпретировать следующим образом.

Отношения  и  связаны между 

собой функциональной зависимостью. При по-
стоянной величине объема цилиндра Vc с измене-
нием объема тела Vт происходит пропорциональ-
ное изменение отношения . Если объем тела 

Vт будет мал, а отношение , соответственно, 

будет стремиться к нулю, то отношение  будет 

стремиться к единице. При этом снижается точ-
ность определения объема тела Vт по выражению 
(1) и увеличивается дисперсия опытов. Если объем 
тела Vт будет велик, а отношение , соответ-

ственно, будет стремиться к единице, то отноше-
ние 

 
будет стремиться к нулю. В таком случае 

затруднительно измерение величины DV1. 

При выполнении условия    

вышеуказанные недостатки исключаются. Это 
говорит о том, что соотношение между объемом 
тела Vт и объемом цилиндра для проб (измери-
тельного цилиндра) Vc должно составлять 0,5. 

Выводы

С помощью решения дифференциальных 
уравнений, приложения Microsoft Excel с функ-
цией «Поиск решения», графоаналитического 
и геометрического методов для математическо-
го обоснования технологических параметров 
устройства для измерения кажущейся плотно-
сти получено единое решение, удовлетворяющее 
всем ограничениям и условиям, а именно:  

 
                         .

Следовательно, для проведения экспери-
ментальных исследований на установке данной 
конструкции рекомендуется подбирать образцы  
объемом приблизительно 0,5 относительно объема 
цилиндра.

Для исследования пористых тел объем образца 
следует подбирать с учетом пористости материала  
на основе априорной информации.
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MATHEMATICAL SUBSTANTIATION TECHNOLOGICAL PARAMETERS  
OF DEVICE TO MEASURE APPARENT DENSITY OF POROUS MATERIALS

Ren. H. Gainullin, Rish. H. Gainullin, E.M. Tsvetkova,  
M.Y. Smirnov, A.A. Makarov, A.V. Eroslanov
Volga State University of Technology, 3, Lenin sq., 424000, Yoshkar-Ola, Russia

gainyllinrh@yandex.ru

The article describes the procedure for mathematical substantiation technological parameters of a device for mea-
suring the apparent density of porous materials. For this purpose, methods for solving differential equations, Mi-
crosoft Excel application with the «Solution Search» function, graphoanalytic and geometric methods were used. 
The justification was based on the functional dependence Vт/Vc + ΔV1/ΔV2 = 1, describing the relationship between 
the parameters of the device and the object of study. The use of these methods allowed us to obtain a single result. 
Calculations have established that the optimal ratio between the volume of the test body and the cylinder for the 
sample (measuring cylinder) is 0,5. This ratio allows obtaining reliable results in the course of experimental studies, 
as well as simplifying the measurement procedure. For the study of porous bodies, the sample volume should be 
selected taking into account the porosity of the material based on a priori information.
Keywords: density measurement device, technological parameters, mathematical justification, optimization methods
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