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Предлагается формула вычисления псевдообратной матрицы для блочной матрицы [A:B] в случае, когда 

подпространства строк матриц A и B пересекаются только по нулю ({A}∩{B} = 0):  .  

Рассмотрены полезные примеры применения приведенной формулы. Получена формула Андерсона — 
Даффина для двух ортопроекторов  и  Установлено: , где 

; псевдообратная матрица коммутатора РР* – Р*Р равна сумме четырех проекторов. 
Найдена псевдообратная матрица от суммы двух проекторов.
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Пусть  — множество прямоуголь-
ных матриц размера n × k с элементами из 

поля . Если n = k, то вместо Mn,n пишем Mn. 
Матрица  называется проектором, если  
P2 = P. Если проектор P является эрмитовой ма-
трицей, то P называется ортопроектором. 

Подпространства L и M называются дополни-
тельными, если они пересекаются по нулевому 
вектору, и . Обозначим матрицу, про-
ектирующую на подпространство L вдоль под-
пространства M, через Pr(L, M). Для подпростран-
ства, натянутого на столбцы матрицы A (образа A), 
будем использовать такое обозначение: {A}. Если 
подпространства, определяющие проектор, зада-
ются матрицами L = {A} и M = {B}, то вместо 
Pr(L, M), или Pr({A}, {B}) пишем Pr(A, B). 

Используем обозначение:  — ортогональное 
дополнение к подпространству L. Через M+ в 
соответствии с работами [1–4] обозначаем псев-
дообратную матрицу к матрице M. 

Для ортопроектора , зада-
ваемого матрицей A, используется также обозна-
чение . Отметим, что . Дополнительный 
проектор вводится соотношением , где 
In — единичная матрица порядка n.

В работе [5] получены следующие полезные 
результаты, имеющие отношение к двум матри-
цам A и B с одинаковым числом строк. 

Теорема. Пусть подпространства {A} и {B} 
являются дополнительными. Тогда проектор на 
подпространство {A} вдоль подпространства {B}  
дается выражением
_______________
© Автор(ы), 2022 

                     (1)

Причем, если A столбцовая матрица полного 
ранга, то

                (2)

Если для матриц A и B потребовать только то, 
чтобы пересечение натянутых на них подпро-
странств было нулевым ({A}∩{B}=0), то выпол-
няются равенства:

  (3)

           (4)
В случае произвольных матриц A и B с одина-

ковым числом строк матричное выражение  
является следующим проектором

            (5)

Если {A}∩{B} = 0, то

                    
 (6)

Запись [A:B] используется для обозначения 
блочной матрицы, полученной последовательным 
выписыванием столбцов матрицы A и столбцов 
матрицы B.

Следующая лемма [5] полезна при манипуля-
циях с выражениями вида  или .

Лемма. Пусть матрицa A — столбцовая пол-
ного ранга, у матрицы B такое же число строк, 
как у матрицы A. Матрица  — столбцовая 
полного ранга тогда и только тогда, когда  
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    Матрица  — столбцовая пол-
ного ранга тогда и только тогда, когда 

Цель работы

Цель работы — проиллюстрировать полез-
ность результатов (1) – (6) из работы [5] для вы-
числения псевдообратной матрицы для матриц, 
представленных различными многочленными 
выражениями от проекторов.

Постановка задачи
Нередко возникает необходимость вычислить 

или преобразовать псевдообратную матрицу для 
некоторого матричного выражения. И зачастую 
это представляет непростую задачу. 

В качестве примера можно привести теорему 
Андерсона — Даффина [6]. В этой теореме рас-
сматривается выражение 2Р(P + Q)+Q для двух 
ортопроекторов P и Q. Оказывается, это выраже-
ние задает ортопроектор на пересечение образов 
этих проекторов. В свое время этот результат 
произвел большое впечатление и был даже назван 
жемчужиной линейной алгебры.

Применение рекламируемых в данной работе 
методов к упомянутому выражению позволяет 
получить результат Андерсона — Даффина путем 
почти механических вычислений, может быть, и 
не очень коротких (см. ниже пример 1).

Средства и методы
Перечислим здесь важные свойства псевдо-

обратной матрицы, а также некоторые другие 
факты [4, 7–15], на которые будет опираться даль-
нейшее изложение.

Если A имеет полный ранг по столбцам, то
A+ = (A*A)–1A*, A+A = I.                (7)

Если A имеет полный ранг по строкам, то
A+ = A*(AA*)–1, AA+ = I.                 (8)

Пусть матрица A имеет скелетное разложение 
A = XY, где X — столбцовая матрица полного ран-
га, а Y — строчная матрица полного ранга, тогда

A+ = (XY)+ = Y+X+. (9)
A+B = 0 ⇔ A*B = 0. (10)

Выполняются равенства

       (11)
Имеет место следствие из работы [1]: 
Клайн — Следствие 1.4.

                     (12)

тогда и только тогда, когда . 

Условие  эквивалентно такому:
, или , или . 

Примеры вычисления псевдообратных  
матриц

Приведем несколько примеров вычисления 
псевдообратной матрицы для матриц, представ-
ленных различными многочленными выражени-
ями от проекторов.

Пример 1 
Вычислим псевдообратную матрицу для сум-

мы двух ортопроекторов  и . Для этого восполь-
зуемся разложением подпространств {A} и {B} в 
прямые суммы подпространств так, как это сде-
лано в работе [5]. Рассмотрим следующие под-
пространства: A = {A}, B = {B}, Y = A B,  
X = A∩Y^ и Z = B∩Y^ так, что A = X⊕Y и  
B = Z⊕Y. Пусть матрицы X, Y, Z составлены из 
базисных векторов подпространств X, Y, Z соот-
ветственно и столбцы матриц X, Y, Z образуют 
ортонормированные системы векторов. В резуль-
тате получаем, что  и .

Поскольку столбцы матриц X, Y, Z линейно не-
зависимы, можно воспользоваться свойством (9)

Из выражений (12) и (6) получаем

Поэтому

где p и q два проектора:

    (13)
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Причем, исходя из выражения (4) имеем
p + q = P({X} + {Z}).               (14)

Таким образом,

             (15)

Кроме того,

                (16)

Составим следующую таблицу произведений 
проекторов:

Используя (15) и эту таблицу, получим формулу  
Андерсона — Даффина [16–17]:

                   (17)

Аналогичным образом вычисляется выражение

                (18)
Получаем равенства:

                  (19)

                    (20)

и
               (21)

Отметим, что формулы (19) – (21) являются 
аналогами и обобщениями формул (5.3) – (5.6) из 
работы [18], в которой рассматривается случай, 
когда образы ортопроекторов  и  допол- 
нительны.

Пример 2
Вычислим C+, где  Приме-

нив те же представления ортопроекторов   и  , 
что и в примере 1, получаем:

Выполняется следующее тождество для блоч-
ной матрицы

В нашем случае 
 и 

 — по лемме нужные об-
ратные матрицы существуют. 

Поскольку p* + q* = p + q  и pp* = XaX*, qq* =  
= ZbZ*, то, учитывая данные таблицы, получаем

       (22)

Пример 3
Рассмотрим коммутатор произвольного проек-

тора P и сопряженного ему: K = PP* – P*P. Произ-
вольный проектор P [19] можно единственным об-
разом представить в виде суммы ортопроектора r  
и строго косого проектора s: P = r + s. (Строго 
косой проектор — это проектор, у которого образ 
и ортогональное дополнение к ядру пересекаются 
только по нулю [19]). После несложных вычисле-
ний получаем K = ss* – s*s. Как видно из этого ра-
венства, данный коммутатор определяется только 
строго косой частью проектора P.

Вычисляем выражение K+. Для этого рассмо-
трим представление проектора s вида (2): 

, где матрицы x и y задают соот-
ветственно образ и ядро проектора s. Удобно вы-
брать столбцы матриц x и y ортонормированными, 
так что x*x = I, y*y = I. Определим следующие 
матрицы: . Для них выполняют-
ся следующие соотношения — . 
Матрицы a и b являются невырожденными, как 
матрицы Грама линейно независимых систем 
векторов, задаваемых столбцами матриц  и .
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Так как , то в силу того, 
что матрица s строго косая, выполняется условие: 

. Это означает, что столбцы матрицы 
 линейно независимы, а потому можно к 

факторизации K применить свойство (9):

По формуле (6) получаем:

Поскольку , то дополнительным 
проектором к ортопроектору на подпространство 

 будет . В силу леммы  есть столбцовая 
матрица полного ранга тогда и только тогда, ког-
да , а последнее следует из того, что 
s строго косая матрица. Таким образом, учитывая 
выражение (7), получаем:

Так как , то

Далее получаем:

В последнем выражении преобразуем два под-
выражения:

Далее:

            (23)

Здесь  — косой проектор, свя-
занный с косым проектором s. Отметим, что ор-
топроектор , вообще говоря, не 
равен ортопроектору . 

Пример 4
Вычисляем псевдообратную для суммы двух 

проекторов. Попытаемся найти такие проекторы, 
для которых удастся провести вычисления в духе 
первых трем примеров.

Пусть A, B, C, D такие столбцовые матрицы 
полного ранга, что {A}, {B} и {C}, {D} — пары 
дополнительных подпространств.

Имеем

где a ≠ 0.
Можно вычислить псевдообратную матрицу 

суммы P(A, B) + aP(C, D) если будут выполняться 
условия:

Поскольку  и , условие 
 выполняется тогда и только тогда, 

когда

Сумма подпространств {B} и {D} здесь не 
обязательно должна быть прямой. Далее

Так как 

то

Рассмотрим выражение . Поскольку 
, то выражение  по лемме бу-

дет столбцовой матрицей полного ранга, как и 
матрица . 

Поэтому . 
Таким образом, можно сформулировать ниже-

следующее утверждение.



Лесной вестник / Forestry Bulletin, 2022, том 26, № 3� 129

Матричные представления проекторов...� Математическое моделирование

Утверждение. Пусть A, B, C, D такие столб-
цовые матрицы полного ранга, что {A}, {B} и {C}, 
{D} — пары дополнительных подпространств, 
кроме того, подпространства {A} и {C}  
пересекаются лишь по нулевому вектору, а под-
пространства {B} и {D} дают в сумме все про-
странство, тогда

        (24)

Если, кроме того, подпространства {B} и {D} 
дополнительны, то

   (25)

Укажем частный случай формулы (25), когда 
подпространства {B}  и {C} совпадают:

   (26)

Здесь использован такой факт о проекторах: 
произведение проекторов на одно подпростран-
ство определяется последним сомножителем, а 
произведение проекторов вдоль одного подпро-
странства определяется первым сомножителем.

Формула (25) для вычитания (a = –1) приоб-
ретает особенно простой вид:

 (27)

Формула (27) получена в работе [20]. Есть в 
этой работе и формула, эквивалентная формуле 
(25) при a = 1. 

Обратим внимание на тот факт, что в фор- 
муле (24) четыре раза встречается псевдообратная 
от произведения двух ортопроекторов — такое 
выражение всегда является проектором и может 
быть задано формулой (5).

Выводы
Формулы (1) – (6), включая лемму, составляют 

технический аппарат, позволяющий проводить вы-
числения для различных выражений с матрицами,  

содержащими вычисления псевдообратных ма-
триц. Формула (6) должна войти в активный ар-
сенал исследователей в линейной алгебре и в 
численных методах.
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The paper proposes a formula for calculating the pseudoinverse matrix for the block matrix [A:B] in the case when 

the subspaces of the rows of the matrices A and B intersect only at zero ({A}∩{B} = 0):  In this 

paper, useful examples of the application of the above formula are considered. The Anderson — Duffin formula is 
obtained; for two orthoprojectors  and . It is established , where 

. It is established that the pseudoinverse matrix of the commutator РР* – Р*Р is equal to the 
sum of four projectors. The pseudoinverse matrix of the sum of two projectors is found.
Keywords: projector, orthoprojector, oblique projector, generalized inverse matrix, Сline’s formula
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