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УДК 004.942
DOI: 10.18698/2542-1468-2022-1-143-148

Шифр ВАК 05.13.18 

КЛАСТЕРНЫЙ АНАЛИЗ ЭКСПЕРТНОЙ ИНФОРМАЦИИ  
НА ОСНОВЕ Z-ЧИСЕЛ

О.М. Полещук
МГТУ им. Н.Э. Баумана (Мытищинский филиал), 141005, Московская обл., г. Мытищи, ул. 1-я Институтская, д. 1

poleshchuk@mgul.ac.ru

Разработана модель кластерного анализа экспертных критериев оценки качественных (нечисловых) харак-
теристик с определенным уровнем надежности. Для формализации индивидуальных критериев использова-
ны Z-числа, представляющие собой упорядоченные пары обычных нечетких чисел. Первое число является 
оценкой характеристики, а второе число ее надежностью. Определены агрегирующие показатели для Z-чи-
сел и их первых компонент на основе α-уровневых множеств нечетких чисел. Агрегирующие показатели 
использованы для определения индексов попарного различия экспертных критериев и индексов попарно-
го сходства. На основе индексов попарного сходства экспертных критериев определено нечеткое бинарное 
отношение сходства на множестве всех критериев. Нечеткое отношение подобия на множестве критериев 
построено с использованием транзитивного замыкания нечеткого отношения сходства. Построенное нечет-
кое отношение подобия разложено на отношения эквивалентности. В зависимости от уровней значений 
нечеткого отношения подобия все индивидуальные экспертные критерии разбиты на кластеры подобных 
критериев с α-уровнями надежности.
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Метод, используемый для группировки подоб-
ных данных в кластеры, называется класте-

ризацией. Кластерный анализ индивидуальных 
экспертных критериев оценки нечисловых харак-
теристик является необходимым математическим 
аппаратом для решения задач по выявлению по-
добных критериев, формированию экспертных 
комиссий, построению группового экспертного 
критерия и многих других задач с активным уча-
стием экспертов. 

С развитием теории нечетких множеств поя-
вилась возможность формализации экспертных 
критериев на основе лингвистических перемен-
ных и полных ортогональных семантических 
пространств [1–7].

Для кластеризации нечетких данных часто 
используется хорошо известный алгоритм не-
четкой кластеризации c-средних (c-means) [8].  
В работе [9] этот алгоритм комбинируется с ге-
нетическим алгоритмом. В работах [10–11] алго-
ритм нечеткой кластеризации c-средних улучшен 
за счет минимизации целевой функции с исполь-
зованием алгоритма оптимизации роя частиц [12].  
Использование алгоритма оптимизации роя ча-
стиц для нечеткой информации обсуждается в 
работах [13–16]. 

Для решения практических задач большой ин-
терес представляет кластерный анализ экспертной 
информации на основе нечетких отношений и осо-
бенно транзитивных нечетких отношений [17, 18]. 

Транзитивные отношения обладают множеством 
удобных свойств и предоставляют возможность 
разбивать множество на непересекающиеся классы 
(кластеры) — подобия. Однако реальные резуль-
таты экспертных опросов зачастую не обладают 
свойством транзитивности. 

Для решения практических задач нечеткого 
кластерного анализа экспертной информации 
заслуживает внимания преобразование исходно-
го нетранзитивного отношения в транзитивное. 
Такое преобразование обеспечивается операцией 
транзитивного замыкания [19–21], в частности, 
предложена [19] процедура кластеризации, ос-
нованная на транзитивном замыкании отношения 
подобия, полученного в результате опроса экс-
пертов. Кластерный анализ в условиях нечеткой 
информации и традиционный кластерный анализ 
обсуждаются в [22–25]. 

После определения Z-числа в 2011 г. проф. 
Лотфи Заде [26], возникла необходимость в раз-
работке методов кластерного анализа Z-информа-
ции (информации с Z-числами).

Алгоритм нечеткой кластеризации объединяет 
преобразование Z-чисел в нечеткие числа и ал-
горитм нечеткой кластеризации c-средних [27].  
В работе [28] проблема бимодальной кластеризации 
сформулирована в терминах построения Z-кла-
стеров, а также в ней исследованы основы бимо-
дальной кластеризации и предложен комплексный 
метод решения. Кроме того, предложен подход, 
основанный на доказанной в [29] связи между  
нечеткими множествами второго типа и Z-числами. 

_______________
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Учитывая недостаточность существующих 
методов кластерного анализа Z-информации,  
необходима их дальнейшая разработка. 

Цель работы
Цель работы — разработка метода кластериза-

ции экспертных критериев оценки качественных 
характеристик в условиях Z-информации, пред-
ставленной полными ортогональными семантиче-
скими пространствами с определенным уровнем 
надежности. Разработка такого метода позволит 
уменьшить субъективный фактор и риски ошибок 
в задачах принятия решений. 

Основные понятия  
и определения

Лингвистической переменной называется пя-
терка [2] — {X, T(X), U, V, S}, 
где Х — название переменной;

  — терм-множество пере-
менной Х; 

V — синтаксическое правило, порождающее 
названия значений лингвистической пе-
ременной Х; 

S — семантическое правило, которое ставит 
в соответствие каждой нечеткой перемен-
ной с названием из T(X) нечеткое подмно-
жество универсального множества U. 

Семантическим пространством называется 
лингвистическая переменная с фиксированным 
терм-множеством [2].

Лингвистические переменные, функции при-
надлежности  которых удовлетворя-
ют сформулированным ниже требованиям, полу-
чили название полных ортогональных семанти- 
ческих пространств [5]. 

1. Для каждого понятия  существует 
, где   — точка или 

отрезок.
2. Пусть , тогда 

 не убывает слева от  и не воз-
растает справа от .

3.  имеют не более двух точек 
разрыва первого рода.

4. Для каждого 

Z-числом называется упорядоченная пара не-
четких чисел , где  — нечеткое число 
с функцией принадлежности , 
которое является нечетким расширением значе-
ний действительной переменной Х, а  — нечет-
кое число с функцией принадлежности 

, которое является нечетким 
расширением значений меры надежности первой 
компоненты , такой, как достоверность, уровень 
доверия, вероятность, возможность [26].

Для нечеткого числа
  

определен агрегирующий отрезок [b1, b2] и агре-
гирующий показатель J[30]:

 
             (1)

                  (2)

Определим, используя выражения (1) и (2), 
агрегирующий отрезок  и агрегирующий 
показатель bZ для Z-числа

:

    (3)

Определим расстояние между Z-числами  
 c агрегирующими пока-

зателями  и агрегирующими показателями 
 чисел :

      (4)

Расстояние между Z-числами в следующем 
разделе будет использоваться для определения 
индексов различия и сходства экспертных крите-
риев оценки качественных характеристик.

Постановка задачи и ее решение

Предположим, что п экспертов оценивают 
некоторую качественную (нечисловую) характе-
ристику и используют шкалу с лингвистически-
ми уровнями (значениями) . 

В целях уменьшения рисков ошибок при при-
нятии решений на основе поступающей от экс-
пертов информации эксперты предоставляют свои 
данные с определенными уровнями надежности 
(уверенности), а для оценки этих уровней исполь-
зуют шкалу с лингвистическими значениями 

. 
Для формализации используемых шкал ис-

пользуются методы на основе полных ортого-
нальных семантических пространств [7, 23]. 
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Пусть результаты оценки i-го эксперта пред-
ставлены полным ортогональным семантическим 
пространством  с нечеткими значениями  

 Шкала для оцен-
ки надежности результатов формализуется также 
в виде полного ортогонального семантического 
пространства R с нечеткими значениями   

.
Критерий оценки   i-го эксперта пред-

ставляется в виде множества Z-чисел — 
, где нечеткое число 

  равно одному из 
нечетких чисел .

Обозначим агрегирующие показатели для 
 через

. 
Используя агрегирующие показатели, опре-

делим расстояние d(Zi, Zj) между критериями 
оценки i-го j-го экспертов

    (5)

Пусть . 

Тогда индекс различия критериев двух экспер-
тов определим следующим образом

           (6)

Используя выражение (6), определим индекс 
сходства критериев двух экспертов

              (7)

Тогда нечеткое множество  с функцией при-
надлежности  определяет нечеткое 
бинарное отношение сходства на множестве экс-
пертных критериев . 
Докажем, что это действительно так, проверив для 

 свойства симметричности и рефлексивности. 
Покажем, что

:

        (8)

Свойство симметричности  доказано. 
Докажем свойство рефлексивности, то есть, 

что 

      (9)

Свойство рефлексивности для  доказано. 
Таким образом, нечеткое множество  с функци-
ей принадлежности  действительно 
определяет нечеткое бинарное отношение сход-
ства на множестве экспертных критериев 

Основная проблема при построении отноше-
ния подобия состоит в том, что в общем случае 

 не является транзитивным отношением, то есть 
в общем случае не выполняется, что 

. Сделать  транзитивным 
нечетким бинарным отношением подобия можно 
на основе объединения композиций  с собой, 
т. е. [1].

Экспертные критерии Z1, Z2,…, Zp, p ≤ n будем 
считать подобными с уровнем доверия , 
если  для всех .

Тогда  можно представить следующим обра-
зом: , где Ψα является от-
ношением эквивалентности в смысле обычной 
теории множеств.

Разработанная модель кластерного анализа 
Z-информации позволяет анализировать эксперт-
ные критерии оценки качественных (нечисловых) 
характеристик с определенным уровнем надеж-
ности, формализованные с помощью Z-чисел, 
также разбивать множество критериев на класте-
ры подобных. Возможность кластерного анализа 
экспертных критериев уменьшает не только субъ-
ективную составляющую в оценках экспертов, но 
и риски ошибок в процедурах принятия решений. 

Выводы
Поскольку проблема кластерного анализа не-

четкой информации, заданной с определенным 
уровнем достоверности (Z-информации), акту-
альна и требует решения, то в статье разрабо-
тан метод кластеризации экспертных критериев 
оценки качественных характеристик в условиях 
Z-информации, представленной полными орто-
гональными семантическими пространствами. 

Экспертные критерии представлены множе-
ствами Z-чисел. Число элементов этих множеств 
совпадает с числом уровней лингвистических 
шкал, используемых для оценки характеристик. 
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Формализации уровней шкал, а также уровней 
шкалы для оценки достоверности экспертной 
информации являются значениями полных орто-
гональных семантических пространств. 

Определены индексы различия и сходства двух 
экспертных критериев на основе расстояния между 
ними. Используя индекс сходства, построено не-
четкое бинарное отношение сходства на множестве 
экспертных критериев. С помощью транзитив-
ного замыкания нечеткого бинарного отношения 
сходства построено нечеткое бинарное отношение 
подобия, которое можно разложить на отношения 
эквивалентности в смысле обычной теории мно-
жеств. Это позволяет анализировать экспертные 
критерии с конкретным уровнем надежности и 
определять кластеры подобных критериев. 

Возможность такого анализа актуальна для 
решения задач, в которых доступна только экс-
пертная информация, а от ее достоверности  
существенно зависят конечные результаты и при-
нимаемые на их основе решения. 
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The paper developed a model of cluster analysis of expert criteria for assessing qualitative (non-numerical) 
characteristics with a certain level of reliability. To formalize individual criteria, Z-numbers are used, which are 
ordered pairs of ordinary fuzzy numbers. The first number is an estimate of the characteristic, and the second 
number is its reliability. For Z-numbers and their first components the aggregating indicators was defined based on 
a-cuts of fuzzy numbers. Aggregating indicators are used to determine the pairwise difference indexes of expert 
criteria and pairwise similarity indexes. Based on pairwise similarity indexes of expert criteria, a fuzzy binary 
relation of analogy is determined on the set of all criteria. A fuzzy similarity relation on a set of criteria is built 
using the transitive closure of a fuzzy relation of analogy. The constructed fuzzy similarity relation is decomposed 
into equivalence relations. Depending on the levels of values of the fuzzy similarity relation, all individual expert 
criteria are divided into clusters of similar criteria with a-levels of reliability.
Keywords: Z-number, expert criterion, reliability
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