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Определены строго косые проекторы как проекторы, которые нельзя представить в виде суммы двух 
проекторов, один из которых является ненулевым ортопроектором. Доказана теорема о единственном 
способе представления каждого проектора в виде суммы строго косого проектора и ортопроектора. При-
ведены свойства таких проекторов, в частности, если проектор строго косой, то и сопряженный ему 
также строго косой; ранг строго косого проектора не больше n/2, где n — порядок матрицы проектора; 
свойство проектора быть строго косым сохраняется при унитарном подобии. Работа является продолже-
нием предыдущей работы авторов, основным результатом которой было составление матричного выра-
жения для произвольного проектора:  где A и B две матрицы полного ранга, 
столбцы которых задают образ и ядро этого проектора. На основе этого результата установлено, что 
строго косую часть всякого проектора P описывает выражение Р(Р – Р+Р)+Р. Показано, что равенство 
Р = Р(Р – Р+Р)+Р подтверждает то, что проектор P есть строго косой проектор. Рекомендуется разложе-
ние проектора, полученное в работе, применять к практической задаче косоугольного проектирования на 
плоскость.
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Проекторы подразделяют на два больших класса: 
1) ортопроекторы, задаваемые эрмитовой 

матрицей; 2) косые проекторы. Косой проектор во 
многих случаях можно представить в виде суммы 
ортопроектора и другого проектора, в котором нет 
эрмитовой составляющей. Последние проекторы 
названы строго косыми.

Цель работы
Цель работы — исследование свойств строго 

косых проекторов с помощью средств, представ-
ленных в работе [1]. 

Постановка задачи
Пусть P — квадратная матрица с комплексными 

элементами, называемая проектором при P = P2. 
Если P — эрмитова матрица, то P называют 
ортопроектором, иначе — косым проектором. 
Назовем проектор строго косым, если его нель-
зя представить в виде суммы двух проекторов, 
один из которых является ненулевым ортопро-
ектором. Строго косые проекторы упоминаются  
в работе [2]. 

Материалы и методы
Воспользуемся некоторыми обозначениями из 

работы [1]. Пусть L и M — дополнительные под-
пространства. Матрица, проектирующая на L 
вдоль M, обозначается через P(L, M). Для подпро-
странства, натянутого на столбцы матрицы A 
(образа A), используется обозначение {A}. Если 
подпространства, определяющие проектор, зада-
ются матрицами L = {A} и M = {B}, то вместо  

P(L, M) или P({A},{B}) используется запись P(A, B). 
M+ обозначает псевдообратную матрицу к матри-
це M. Для ортопроектора P(A) = P({A}, {A}^), 
задаваемого матрицей A, используется обозначе-
ние Â AA+= . «Дополнительный» проектор 

ˆ
nA I A= − . 

Приведем известные факты [3–21], на которые 
будем ссылаться.

Если A имеет полный ранг по столбцам, то
А+ = (А*А)–1А*,  А+А = I.                (1)

Если A имеет полный ранг по строкам, то
А+ = А*(АА*)–1,  АА+ = I.                (2)

Пусть матрица A имеет скелетное разложение 
A = XY, где X — столбцовая матрица полного ран-
га, а Y — строчная матрица полного ранга, тогда

А+ = (XY)+ = Y+X+.                   (3)
Пусть подпространства A, B, C попарно пе-

ресекаются только по нулю и их сумма есть все 
пространство, тогда

P(A + B, C) = P(A, B + C) + P(B, A + C).    (4)
Для обоснования выражения (4) возьмем про-

извольный вектор x . Его можно представить в 
виде x = a + b + c, a ∈ A, b ∈ B, c ∈ C. Подей-
ствовав правой и левой частью выражения (4) на 
этот вектор, получаем тождество a + b = a + b, 
что и доказывает формулу (4). Еще отметим, что 
проекторы в правой части выражения (4) переста-
новочные и в произведении дают ноль. 
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Из выражения (4) следует, что для ортогональ-
ных подпространств U и V можно записать:

P(U ⊕ V) = P(U) + P(V).             (5)
(Или, если для матриц X и Y выполняется X*Y 

= 0, то . Для двух матриц X и Y с 
одинаковым числом строк матрица [X:Y] — это 
блочная матрица). 

Следующие выражения являются проекторами: 
I – P(A, B) = P(B, A);                (6)

P*(A, B) = P({B}^, {A}^).            (7)
Приведем важную лемму из работы [1]:
Лемма. Пусть A — столбцовая матрицa полно-

го ранга; у матрицы B такое же число строк, как и 
у матрицы A. Матрица B̂A  — столбцовая полного 
ранга тогда и только тогда, когда {A}∩{B}^ = 0. 
Матрица BA  — столбцовая полного ранга тогда 
и только тогда, когда {A}∩{B} = 0. 

Строго косые проекторы

При рассмотрении проектора P(A, B) часто 
возникают подпространства

A ∩ B^ и A^ ∩ B.
Назовем их соответственно первым и вторым 

подпространствами, связанными с проектором 
P(A, B).

У ортопроектора первое подпространство 
совпадает с образом, второе — с ядром. У про-
извольного проектора P и у сопряженного ему 
проектора P* как первые, так и вторые подпро-
странства совпадают, что следует из равенства (7). 

Пусть A и B — произвольные дополнительные 
подпространства, так что P(A, B) является проек-
тором. Рассмотрим следующие подпространства: 
С = A ∩ B^ и D = С^ ∩ A так, что A = C ⊕ D. Под-
пространство C в силу построения ортогонально 
подпространствам B и D, а также их сумме B + D. 
Используя формулу (4), проектор P(A, B) можно 
представить в виде суммы проекторов на подпро-
странства C и D: 

P = P(A, B) = P(C + D, B) =  
= P(C, B + D) + P(D, B + C).

Для произвольного проектора получили
P = P(C) + P(D, B + C).              (8)

У второго проектора P(D, B + C) первое под-
пространство нулевое. Действительно:

(B + С)^ ∩ D = (B^ ∩ С^) ∩ D = 
= B^ ∩ (C^ ∩ D) = B^ ∩ D = 0.

Мы видим, что первое подпространство про-
ектора P определяется ортопроектором в пред-
ставлении (8).

Определение. Будем называть проектор 
строго косым проектором, если пересечение его 
образа с ортогональным дополнением к его ядру 
состоит только из нулевого вектора.

У строго косого проектора первое подпро-
странство нулевое.

Таким образом, в уравнении (8) получено 
представление произвольного проектора в виде 
суммы ортопроектора и строго косого. Отметим, 
что нулевой проектор является как строго косым, 
так и ортопроектором. Это позволяет сформули-
ровать следующую теорему. 

Теорема 1. Произвольный проектор един-
ственным способом представляется в виде сум-
мы ортопроектора и строго косого проектора.

Представление произвольного проектора в виде 
такой суммы получено в уравнении (8). Чтобы 
доказать единственность, предположим, что су-
ществует пара непересекающихся подпространств 
C1 и D1, отличных от пары C и D, таких, что  
A = C1 + D1 и в сумме P(C1 + D1, B) = P(C1, B + D1) + 
+ P(D1, B + C1), первый проектор — ортопроек-
тор, второй — строго косой. Из того, что P(C1,  
B + D1) — ортопроектор, следует, что подпро-
странство C1 ортогонально как подпространству 
D1, так и подпространству B. Из последнего сле-
дует, что C1 ⊂ C. Поскольку C1 и C не совпада-
ют, то в C найдется ненулевой вектор c ортого-
нальный подпространству C1 и следовательно 
принадлежащий подпространству D1. Отметим, 
что вектор c принадлежит подпространству  
(B + С1)^ ∩ D1, поэтому проектор P(D1, B + C1) не 
является строго косым. Получено противоречие. 
Единственность доказана. 

В работе [4] Д.З.  Дьековичем предложена 
теорема о канонической форме проектора от-
носительно унитарного подобия. Для каждого 
проектора P существует унитарное подобие, при-
водящее его к блочно-диагональной форме:

Откуда следует, что

сумма ортопроектора α и косого проектора β. Ис-
пользуя пункт f) теоремы 2, можно легко доказать, 
что β является строго косым проектором. Таким 
образом, теорема Дьековича позволяет дать про-
стое представление строго косого проектора. И из 
нее также следует разложение (8).

В теореме 2 исследуются свойства строго ко-
сых проекторов.
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Теорема 2. Свойства косого проектора.
Пусть S = P(A, B) строго косой проектор. Тогда 

выполняются свойства a)–d):
a) rank S ≤ n/2, где n порядок матрицы S;
b) если A столбцовая матрица полного ранга, 

определяющая образ нашего проектора S = P(A, B), 
то B̂A  также столбцовая матрица полного ранга;

c) проектор S* является строго косым; 
d) проектор FSF* является строго косым, если 

F унитарная матрица;
Кроме того, выполняются следующие свойства:
e) для любого проектора S выражение  

S(S – S+S)+S есть его строго косая часть в разло-
жении (8);

f) проектор S является строго косым тогда и 
только тогда, когда S(S – S+S)+S = S;

g) пусть A и B матрицы с одинаковым числом 
строк, причем подпространства {A} и {B} дополни-
тельны. Тогда проектор ˆˆ( )T BA +=  строго косой. 

Доказательство:
a) так как dim{A} = dim{B}^, то в случае, если 

rank P > n/2, будет dim{A} + dim{B}^ > n, но 
в случае выполнения последнего неравенства 
{A} ∩ {B}^ ≠ 0;

b) в силу леммы матрица B̂A  является столб-
цовой матрицей полного ранга тогда и только 
тогда, когда {A} ∩ {B}^ = 0, но это условие и 
определяет, что проектор P(A, B) строго косой;

c) по свойству (7) 
{S*} ∩ (ker S*)^ = {B}^ ∩ ({A}^)^ = {A} ∩ {B}^ = 0;

d) для произвольной матрицы m, воспользо-
вавшись скелетным разложением этой матри-
цы и формулами (1) — (3), можно показать, что 
(fmg)+ = g*m+f* для произвольных унитарных 
матриц f и g. 

Если S строго косой проектор, то выполняет-
ся свойство f) данной теоремы: S(S – S+S)+S = S. 
Если выполнить подобие с унитарной матрицей F 
обеих частей последнего равенства, то получаем, 
используя вышеупомянутое свойство псевдообрат-
ной матрицы, что выполняется T(T – T+T)+T = T,  
где T = FSF*, т. е. по свойству f) проектор T строго 
косой;

e) рассмотрим для произвольного ненулевого 
проектора S = P(A, B) его разложение (8) на сумму 
ортопроектора s = P(C) и строго косого проектора 
t = P(D, B + C); выбираем в подпространствах 
C, D ортонормированные базисы, обозначаем 
матрицы, составленные из векторов этих базисов 
Y, X, соответственно; аналогично выбираем в 
подпространстве (B + C)^ матрицу, составленную 
из векторов ортонормированного базиса — Z; 
проекторы s и t будут иметь вид (см. [1])

s = P(Y) = YY*, t = P(X, {Z}^) = X(Z*X)–1Z*.

По свойству (4) st = ts, поэтому
Y*X = 0, Y*Z = 0,                    (9)

и
S = YY* + X(Z*X)–1Z*.              (10)

Столбцы матриц X, Y, Z ортонормированы, так 
что выполняются равенства 
X*X = I, Y*Y = I, Z*Z = I, X+ = X*, Y+ = Y*, Z+ = Z*.  (11)

Выражение S+S есть ортопроектор на образ 
матрицы S*. В силу свойства (7) выполняется 
равенство S* = P(B^, A^). Из того, что B ^ C и  
{Z} ^ B + C, следует, что B^ = {Z} ⊕ C. Таким 
образом, из свойства (5) получаем равенство: 

S+S = Y*Y + Z*Z. 
Подставим разложение (10) в выражение  

S(S – S+S)+S = S. Для этого обозначаем U = Z*X и 
последовательно получаем:

Поскольку t — строго косой проектор, то в 
силу леммы матрица ZX  — столбцовая полного 
ранга. Матрица U–1 — невырожденная, поэтому 
U–1Z* — строчная матрица полного ранга. При-
менив свойства (3), (1), (2), (11), получаем:

Учитывая свойство (9), получаем:

Таким образом, строго косая часть t любого 
проектора S определяется выражением t = S(S – 
– S+S)+S, поэтому s = S – S(S – S+S)+S. Удиви-
тельным образом последнее «несимметричное» 
выражение задает эрмитову матрицу.

f) В работе [1] получен критерий того, что под-
пространства {A} и {B} имеют только нулевое пере-
сечение: выполнение равенства ( )B AB B B+ = . 

Проектор S будет строго косым, если подпро-
странства {S} и (ker S)^ пересекаются по нулю. В 
качестве матриц A и B здесь можно брать любые, 
имеющие в качестве образов эти подпростран-
ства. Например, подстановка в равенство 

( )B AB B B+ =  пары матриц A = S* и B = S дает 
такой критерий того, что проектор S является 
строго косым: S(S – S+S)+S = S. При получении 
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последней формулы учитывается, что P({S*}) = S+S:
*( ({ })) ( ) .AB I P S S I S S S S S S+ += − = − = −

Выбор пар (A, B):(S, S*), (SS+,S+S), (S+S, SS+) 
дает, соответственно, следующие равенства для 
этого критерия: 
               S(S – S+S)+S = S, S(S+S – S+)+S = SS+,    
                            S+(SS+ – S+)+S = S+S.               (12)

Выполняя вычисления матричных выраже-
ний (12) аналогично тому, как это сделано для  
S(S – S+S)+S = S в доказательстве пункта e), полу-
чаем выражения для проекторов из этого пункта:

t = S(S – S+S)+S = S(S – SS+)+S,

При этом учитываем, что ,  и 
. 

(О том, что выполнено , см. в [1].);
g) пусть  — некоторый проектор. 
Сделаем замену: . Обозначим C = ({A}^ 

+ {B}) ∩{A}. Тогда, так как {D} = {B}^ по теоре-
ме 4 из работы [1] (формула (42)), имеем

Получаем
{T} ∩ (ker T)^ = C ∩ ({B}^ + ({A}^ ∩ {B}))^ =  

= C ∩ ({B} ∩ ({A}^ ∩ {B})^) =  
= (C ∩ {B}) ∩ ({A}^  ∩ {B})^) = 0, 

поскольку C ⊂ {A}  и  {A} ∩ {B} = 0. 
Таким образом, для любого проектора 

 проектор  — строго косой.

Обсуждение результатов

Разложение проектора на сумму ортопроекто-
ра и строго косого проектора естественно возни-
кает при многих появлениях проектора, напри-
мер, в канонической форме Дьековича. 

Применим разложение (8) к проектированию 
на плоскость в трехмерном пространстве. Пусть 
нормированные векторы n и b задают, соответ-
ственно, нормаль к плоскости, на которую вы-
полняется проектирование и направление вдоль 
которого проводится проектирование. Тогда для 
проектора P({n}^, {b}) можно получить разложе-
ние (8) в виде

P({n}^, {b}) = ccT + (n×c) (b×c)T / cosa,   (13)
где c = (n×b) / sina,  cosa = n×b,  |n| = |b| = |c| = 1.

Слагаемое ccT в (13) это ортопроектор, а вто-
рое слагаемое — строго косой проектор. Пользу-
ясь (13) для получения проекции вектора, необхо-
димо вычислить два скалярных произведения и 

линейную комбинацию векторов c и n×c. Форму-
лу (13) можно использовать в системах машинной 
графики для вычисления косоугольных проекций 
на плоскость [22].

Выводы
Показано, что каждый проектор есть сумма 

двух проекторов: ортпроектора и строго косого 
проектора. Это разложение применяется к прак-
тической задаче косоугольного проектирования 
на плоскость.

Изучены свойства строго косых проекторов. 
Установлено, что строго косую часть каждо-
го проектора S можно вычислить по формуле  
S(S – S+S)+S.

В настоящей работе систематически исполь-
зуется формула (4): 

P(A + B, C) = P(A, B + C) + P(B, A + C), 
которая, хоть и не является новым фактом линей-
ной алгебры, но представляет другой угол зрения 
и часто находит применение.
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STRICTLY OBLIQUE PROJECTORS AND THEIR PROPERTIES
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In this paper, strictly oblique projectors are defined as projectors that cannot be represented as the sum of two pro-
jectors, one of which is a nonzero orthoprojector. A theorem is proved that each projector can be represented in a 
unique way as the sum of a strictly oblique projector and an orthoprojector. The properties of such projectors are 
given. For example: if the projector is strictly oblique, then its Hermitian adjoint is also strictly oblique; the rank of 
a strictly oblique projector is at most n/2, where n is the order of the projector matrix; the property of the projector 
to be strictly oblique is preserved with a unitary similarity. The work is a continuation of the previous work of the 
authors, the main result of which is such a matrix expression for an arbitrary projector: * 1 *( , ) ( )P A B A A BA A B−=    
where A and B are two matrices of full rank whose columns define range and the null space of this projector. Based 
on this result, the article shows that the strictly oblique part of any projector P is given by the expression:  
P(P – P+P)+P. And equality P = P(P – P+P)+P is a criterion that the projector P is a strictly oblique projector. The de-
composition of the projector obtained in the work is applied to the practical problem of oblique projection onto the plane
Keywords: projector, orthoprojector, oblique projector, strictly oblique projector, generalized inverse matrix
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