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Разработан подход к цифровой обработке сигналов на основе интервальных нечетких множеств второго 
типа, который является оправданным, поскольку без учета неопределенности типа нечеткости возникает 
проблема при классификации сигналов по условным признакам.  Построена функция принадлежности 
входного отсчета, соответствующего постоянному уровню сигнала, не как кусочно-постоянная с чис-
ловыми значениями, а в виде функции принадлежности с интервальными значениями, что позволяет 
сократить потери исходной информации.
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Появление первого цифрового коррелятора, 
изготовленного Г. Синглотоном в 1949 г., 

послужило началом зарождения такого значащего 
на сегодняшний день научного направления, как 
цифровая обработка сигналов.

За последние 70 лет достигнут большой про-
гресс не только в разработке и производстве ми-
кропроцессорной техники, но и в алгоритмах 
обработки сигналов. Согласно работе [1] термин 
«обработка сигналов» означает область науки, 
которая занимается анализом физических про-
цессов, изменяющихся во времени.

Цель работы
Цель работы — разработка подхода к цифро-

вой обработке сигналов на основе интервальных 
нечетких множеств второго типа.

Материалы и методы
В результате широкого применения цифровой 

обработки сигналов в различных отраслях науки 
и народного хозяйства, разработано множество 
фильтров [2], которые решают разнообразные 
задачи. Проектирование параметров фильтров 
осуществляется на основе априорной информа-
ции — условных признаков, которые можно под-
разделить на несколько групп. Но различия между 
группами бывают настолько незначительными, 
что форма или вид нестационарного сигнала 
определяются с погрешностью. Тогда классифи-
кация сигнала по условным признакам осущест-
вляется на основе нечеткой кластеризации.

Нечетким множеством А первого типа назы-
вают пару 

(U, µA(u)),
где U — универсальное множество; 

µA(u) — функция, определенная на множестве
U и принимающая значение на отрезке [0,1]. 

Функцию µA(u) называют функцией принад-
лежности [3, 8].

Кластеризация — это объединение объектов 
в группы (кластеры) на основе схожести при-
знаков одной группы и отличий между другими 
группами. Нечеткие методы кластеризации по-
зволяют одному и тому же объекту принадлежать 
нескольким кластерам, но с разной степенью 
принадлежности.

Впервые в работе [4] был предложен цифровой 
фильтр обработки сигналов на основе нечеткой 
кластеризации. Данный фильтр получил название 
нечеткого фильтра.

Положим, что зашумленный сигнал xn по-
лучен в момент времени n как сумма желае-
мого сигнала dn и белого гаусового шума. Ког-
да желаемая сигнальная последовательность  
{dn–N, dn–N+1, …, dn+N} принимает форму посто-
янного сигнала, dn оценивается как среднее зна-
чение xn–k для –N < k < N. Когда требуемая сиг-
нальная последовательность представляет собой 
импульсный сигнал, состоящий из импульсов 
разной амплитуды, dn оценивается путем усред-
нения xn–k для k ∊ Kn, где значения dn–k такое же, 
как у dn. Оценку dn в этих двух случаях можно 
выразить как yn с помощью уравнения: 

,                     (1)

где u(xn–k) — коэффициент, который принимает 
значение 1, если xn–k принадлежит вход-
ной последовательности постоянного 
сигнала, которая также включает xn, или 
0, если xn–k не принадлежит входной по-
следовательности постоянного сигнала.
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Значение u(xn–k) можно легко вычислить: u(xn–k) 
принимает значение 1, eсли разность |xn–k – xn| до-
статочна мала, и 0, если разность |xn–k – xn| до-
статочна велика. Однако если значение сигнала 
изменяется неоднозначно (рис. 1), коэффициент 
u(xn–k) довольно трудно подобрать, поскольку не-
которые разности |xn–k – xn|  недостаточно велики 
или малы.

Если форму сигнала нельзя классифицировать 
как постоянную или импульсную, авторы рабо-
ты [5] было предложили использовать функцию 
принадлежности m(xn–k) ∊ [0, 1]. Таким образом, 
дисперсию ошибки можно представить в виде:

              (2)

где m(xn–k) — функция принадлежности, которая 
представляет, в какой степени входной 
отсчет xn–k соответствует постоянному 
уровню сигнала, соответствующему xn. 

Основные понятия
С учетом последних преобразований выраже-

ние (1) можно представить как:

                  (3)

В теории нечетких множеств выражение (3) 
соответствует центру (репрезентативной точке) 
группы сигналов, классифицированных по нечет-
кой кластеризации. Используя такую нечеткую 
кластеризацию, можно получить оценку сигналов 
с учетом неоднозначных изменений сигнала.

Одним из важных вопросов теории нечетких 
множеств является построение функций принад-
лежности. В работе [4] предложили использовать 
ступенчатую аппроксимацию (рис. 2).

Функция принадлежности m(xn–k) в диапазоне 
ej ≤ xn–k < ej+1  выражается как mj. Значение функ-
ции принадлежности можно получить с помощью 
градиентного метода минимизации среднеквадра-
тичной ошибки.

m(n + 1) = mj(n) + αX(n, j)(dn – yn),         (4)

где m(n + 1) — значение, полученное при обра-
ботке n-го отсчета;

α — константа, определяющая скорость сбли-
жения сигнала yn к оптимальному значению;

           (5)

где K(j) — множество элементов k, которые удов-
летворяют условию ej ≤ xn–k < ej+1; 

N(j) — количество элементов множества K(j).

Как один из параметров функции принадлеж-
ности можно рассматривать значение перемен-
ной k. Если k близко к n, то вероятность возникно-
вения скачка между двумя соседними отсчетами 
невелика, если же k далеко от n, то скачки между 
отсчетами могут существовать.

Для обозначения цифрового фильтра, ис-
пользующего нечеткую кластеризацию, и пере-
менной k в работе [5] предложили аббревиатуру 
SF-TF, т. е. Signal Fuzzy — Time Fuzzy — нечет-
кая кластеризация значений сигнала и нечеткая 
кластеризация положения отсчетов сигнала во 
времени.

                 (6)

Использование разностей первого порядка 
позволяет оценить нарастание или спад сиг-
нала, но не учитывает выпуклость/вогнутость.  
В работе [6] выдвинуто предложение исполь-

Рис. 1. Неоднозначный сигнал
Fig. 1. Indoubt signal

Рис. 2. Ступенчатая аппроксимация функции принадлеж-
ности

Fig. 2. Step approximation of membership function
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зовать разности второго порядка для оценки 
изменения формы сигнала относительно выпу-
клости или вогнутости. Таким образом, реали-
зацию фильтра (6) можно выразить с помощью 
уравнения:

              (7)

где b — параметр, характеризующий выпу-
клость/вогнутость сигнала.

Постановка задачи и ее решение
Применение нечетких множеств первого по-

рядка давно не устраивало исследователей, по-
скольку возрастал риск ошибки при неправиль-
ном определении числовых значений их функций 
принадлежности. Для решения этой проблемы 
были определены нечеткие множества второго 
типа [7]. 

Нечетким множеством второго типа называет-
ся пара , где значения функции 
принадлежности  являются нечеткими мно-
жествами первого типа.

Отличие этих множеств от обычных нечетких 
множеств (которые называют нечеткими множе-
ствами первого типа) состоит в том, что значе-
ниями их функций принадлежности являются 
не числа из отрезка [0, 1], а нечеткие множества 
из этого отрезка. Поэтому нечеткие множества 
второго типа называют неопределенностью не-
определенности [8]. Частным случаем нечетких 
множеств второго типа, широко используемых 
в практических приложениях, являются интер-
вальные нечеткие множества второго типа [9, 10].

В общем виде интервальное нечеткое множе-
ство второго типа определяется нижней (LMF) и 
верхней (UMF) функциями принадлежности, кото-
рые обозначаются соответственно через      
(рис. 3), , . 

Первые два параметра в скобках являются соот-
ветственно левой и правой вершинами верхнего 
основания трапеции, а последние два параметра 
являются соответственно длинами левого и пра-
вого крыльев трапеции.

Отличие этих множеств от нечетких множеств 
первого типа состоит в том, что значениями их 
функций принадлежности являются не числа, а 
интервалы. Это позволяет снизить риск ошибки 
и не потерять часть исходной информации. 

В связи с этим предлагается нечеткое мно-
жество, которое представляет, в какой степени 
входной отсчет xn–k соответствует постоянному 
уровню сигнала xn, не в виде нечеткого множества 
первого типа, как показано на рис. 2, а в виде ин-
тервального нечеткого множества второго типа, 
как показано на рис. 4.

Такое представление является объективно 
оправданным, поскольку в полученной серии 
измерений значения функции принадлежности 
могут меняться и соответственно не быть точеч-
ным числовым значением.

В этом случае в формуле (7) значения µ(xn–k) 
будут являться серединами интервала значений 
функции принадлежности:

           (8)

что позволит не потерять часть исходной инфор-
мации.

Рис. 3. Интервальное нечеткое множество  с  LMF   
и  UMF

Fig. 3. Interval fuzzy set  with   LMF and   UMF

Рис. 4. Аппроксимация функции принадлежности нечеткими 
множествами второго типа

Fig. 4. Approximation of the membership function by the second 
type fuzzy sets
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Формула (7) приобретает вид

   (9)

Тестирование на практических данных по-
казало преимущество предложенного подхода 
к цифровой фильтрации сигналов на основе ин-
тервальных нечетких множеств второго типа, 
но, несомненно, сам подход требует дальнейших 
доработок и исследований в связи с отсутствием 
опубликованных работ по данному актуальному 
направлению.

Выводы
Разработанный подход к цифровой обработ-

ке сигналов на основе интервальных нечетких 
множеств второго типа является оправданным, 
поскольку без учета неопределенности типа не-
четкости возникает проблема с классификацией 
сигналов по условным признакам. Функция при-
надлежности входного отсчета, соответствующего 
постоянному уровню сигнала, строится не кусоч-
но-постоянной с числовыми значениями (то есть 
функцией принадлежности нечеткого множества 
первого типа), а в виде функции принадлежности, 
значениями которой являются интервалы (то есть 
функции принадлежности интервального нечеткого 
множества второго типа). Подобное представление 
позволяет сократить потери исходной информации. 
Распознавание конечных результатов происходит 
на основе метода центра тяжести. Тестирование 
на практических данных показало преимущество 
предложенного подхода, но, несомненно, сам под-
ход требует дальнейших доработок и исследований.
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DIGITAL SIGNAL PROCESSING BASED ON FUZZY SET THEORY

O.M. Poleshchuk, N.G. Poyarkov, E.V. Zamyatin
BMSTU (Mytishchi branch), 1, 1st Institutskaya st., 141005, Mytishchi, Moscow reg., Russia

poleshchuk@mgul.ac.ru

The paper proposes an approach to digital signal processing based on interval fuzzy sets of the second type. 
The approach is justified, because without taking into account the uncertainty of the type of fuzziness, there is a 
problem with the classification of signals by conditional features.  The membership function of the input reference 
corresponding to the constant signal level is constructed not piecewise constant with numerical values, but as a 
membership function with interval values, which allows to reduce the loss of initial information. 
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